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本 书 是 在 1962~1963 年 高 等 工业 学 校本 科 ( 五 车 制 ) 高 等 数 
学 (结合 无 线 电 专 业 部 分 ) 的 数学 物理 方程 教学 大 纸 ( 参 考 草案 ) 编 
写 约 讲义 芭 础 上 ， 根 据 多 年 来 教学 实践 的 经 验 修 改 而 成 的 。 辣 时 
考虑 到 工科 院 校 中 要 求 较 高 的 专业 的 需要 , 使 其 有 广泛 的 适应 性 ， 
故 又 写 过 了 不 属于 大 岗 范围 之 内 的 内 容 , ARAH. 

由 于 当代 工程 技术 科学 飞 路 发展 ,计算 机 的 广泛 使 用 ,人意 来 龟 
换 切 需要 仿 微 分 方程 的 数 信 解法 去 为 它 解 算 者 种 实际 问题 ， 因 此 
在 工科 院 校 所 活用 的 数学 物理 方程 教材 中 ， 应 该 包含 有 一 定 比 例 
的 偏 微分 方程 元 信和 解法 的 内 容 ， 

本 书 第 一 章 导 出 的 三 种 典型 偏 微分 方程 , 是 自然 界 中 物理 、 力 
学 ,热学 ,电学 等 现象 的 共同 本 闫 的 数学 方法 的 描述 。 第 二 章 至 第 
五 吝 匠 述 三 类 典型 方程 的 古典 解法 一 一 分 离 变 量 法 , 积分 变换 法 ， 
US E DS 格林 函数 法 , 它们 在 一 般 基 础 理论 和 工程 技术 领域 中 
用 处 最 多 ， 是 最 为 广泛 的 经 典 方法 .第 六 章 至 第 作 章 讲 的 是 三 类 
部 型 方程 的 有 限 差分 法 和 有 限 元 法 ， 它 们 是 当代 工程 技术 领域 中 
使 用 最 和 多， 最 广泛 的 一 种 数 得 近 忆 解法 ， 第 九 意 是 希望 学 完 这 门 
课程 后 ， 对 数学 物理 方程 有 一 小 概 括 性 的 认识 ， 本 书 的 前 五 章 约 
用 30 学 时 可 忆 讲 完 ， 第 六 章 至 第 八 章 约 用 18 至 20 学 时 可 以 讲 
守 ， 委 元 章 约 用 4 学 时 可 以 讲 完 。 如 里 在 课程 安排 上 有 更 充裕 的 
时 间 ， 融 可 把 包括 小 字 与 * 在 内 的 全 部 内 容 讲 完 ， 如 选用 本 书 作 
为 教材 可 根据 其 体 和 情况 予以 取 会 . 

本 书 是 以 求解 方法 分 章 的 ， 内 容 比较 适 含 高 等 工科 院 校 作为 
坑 材 或 教学 参考 书 ， 尤 其 适用 于 作为 偏 微分 方程 要 求 高 的 工科 性 

= j- 
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专业 和 非 数学 专业 要 求 低 一 些 的 理科 性 专业 、 工 科研 究 生 等 的 栽 
学 硅 书 .本 书 对 一 般 工 程 技术 人 员 以 及 从 事 数学 工作 的 同志 也 有 
一 定 的 参考 价 信 。 本 书 冬 章 彼此 有 相对 的 独立 性 ， 因 此 教师 可 以 
Xd, 自学 者 可 以 选 学 . 

本 书 编写 过 程 中 尽量 做 到 由 浅 入 深 , 由 号 到 难 , 由 简 到 繁 的 条 
序 渐进 的 原则 , 当 联 系 到 高 等 数学 基础 及 其 它 有 关 部 分 时 , 都 在 每 
章 附录 中 给 于 说 明 , 便于 读者 自学 . 

本 书 各 章 后 都 附 有 习题 , 大 至 分 为 两 类 ,第 一 类 是 紧密 结合 本 
书 内 容 的 , 通过 这 些 习题 的 练习 , 可 以 掌 提 和 加 深 对 本 门 课程 的 理 
解 ， 第 二 类 是 比较 困难 的 ， 对 于 这 些 习 题 都 给 了 提示 , 可 供 参 考 . 
Ao RGE MR JAZZ, 

本 书 编写 过 程 中 ， 吴 振 国 同志 为 数值 解法 部 分 编写 了 计算 杠 
图 ,计算 了 数值 结果 , EILLIZ TALES ERUS2T MESI 
哈 , 对 他 们 的 六 勒 劳 动 , 在 此 讲 示 襄 心 的 感谢 。 由 于 编者 水 平 的 隐 
制 , 书 中 一 定 还 有 许多 就 点 , 农 切 地 期 望 读者 给 予 批评 指教， 


$5: 1982. 10, 


a 2 æ. 
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第 一 章 ”三 类 典型 偏 微分 方程 的 提出 
定 解 问题 


在 力学 .物理 .工程 技术 和 其 它 自然 科 学 中 ， 经 贡 提 出 许多 储 
微分 上 方程 的 问题 , 数学 物理 方程 就 是 以 这 些 问题 作为 研究 对 银 . 本 
节 就 几 个 具体 问题 建立 三 类 典型 方程 ， 并 相应 地 提出 定 解 条 件 和 和 
X NE In RE Se BEA. 


81-1 三 类 典型 偏 微分 方程 的 提出 

1 均匀 弦 的 模 振 动 方 程 

设 有 一 根 端 点 固定 的 拉 紧 的 苇 ， 长 度 为 1 它 是 细小 的 ， 弹 性 
的 , 可 以 自由 弯曲 和 多。 所 谓 弹 性 的 是 指 蓄 中 发 生 的 张力 的 值 , 可 以 
按 虎 殉 定律 计算 ， 自 由 这 曲 是 表示 续 不 报 杭 要 曲 ， 在 数学 上 就 是 
说 , 强 中 任意 点 处 张力 的 方向 , 总 是 沼 着 弦 在 读 太 的 切线 方向 ， 另 
9b. EA 1IBÁRUEIERIT 2E EIE 2) To 是 相当 大 的 , 它 企 得 重力 的 
影响 可 以 忽略 不 计 . 再 假设 弦 在 平衡 状态 下 是 位 于 正 同 x* 轴 上 ， 
如 图 L-1, 
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MERITE BGR. N aa REE e A, 
续 上 所 有 的 点 都 在 垂直 于 * AHAA. BE, "TEL ua, 
t£) kon TBI i E e 处 要 上 点 的 侦 位 移 . 这 样 , 对 于 每 一 个 固定 
的 时 间 t MRAR u(r, 直 的 图 形 就 是 续 在 这 一 时间 # 的 有 形状 ， 


设 弦 的 振动 很 微小 , 就 是 说 ， 导数 全 的 平方 项 与 单位 1 比较 ， 
可 以 忽略 不 计 ， 我 们 在 颖 上 任 才 一 小 段 (z1, #2)， 设 它 在 时 间 EG 
RAEM, Ma MIT S0 I e 2 


s 2 
8 =| " hi (22) daga — T= Sy 
$i ox 


于 是 , 在 上 述 允 许 的 精确 度 之 内 , BERTA GRECE SERE, de 

ERARE Kik, 由 虎 克 定律 可 知 , 弦 上 每 点 张力 外 的 数值 

是 不 随时 间 t+ 变化 的 ， 另 外 ， 我 们 还 可 以 证 明 张力 了 的 数 全 也 不 

Bü z 变化 , 就 是 说 ,下 2 二 常数， 事实 上 , 因为 作用 在 线段 M M 

上 有 沿 着 端点 M 与 一; 的 切线 方向 的 张力 、 外 力 和 惯性 力 ， 所 有 

这 些 力 在 了 轴 方 向 上 的 分 万 的 总 和 要 等 于 零 ， 又 因为 我 们 研究 的 

是 模 振 动 , 所 以 外 为 和 惯性 力 都 平行 于 fl. DUE, 
T(x,)eosu(z,) —l'(z) cosir) —0 

其 中 oz) 是 曲线 ule, 站 上 本 坐标 为 zx 处 ,时间 为 1 的 点 小 处 切线 

与 x 轴 的 交角 . 

又 因为 我 们 假设 蔷 作 微小 振动 , 所 以 
1 
1o ig alr) 


o l | 
DFAE 
Jv 
JA fi T(n)c TO). Hob on 与 zs 是 可 以 任意 选择 的 ， 所 以 
张力 的 数值 不 依 束 于， 因此 ,了 既 不 依赖 十 有 时间 2, XLI TUR 
» 2 >» 


cosalt)= 
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节 就 几 个 具体 问题 建立 三 类 典型 方程 ， 并 相应 地 提出 定 解 条 件 和 和 
X NE In RE Se BEA. 
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分 由 为 
pG, t) zi—21) gy LELT, (1. 1. 2) 
最 后 , 我 们 没 oG ERRARE BE, 因而 , EI HIER : HM: 
ENERGIEN 


7 a ir ik ry EEs (1. T. 3) 


— pia) 


TES 的 阻力 不 计 , 于 是 按 太朗 倍 尔 原理 , 得 出 


| £)— oq? CR. A 2 as -22- 0 


(1. 1. 4) 
ERA FI), BA 2,2, b], 就 有 zc, 3x4 MAT T, 
的 任意 性， 得 出 在 任意 时 间 i HTAR EmA v 的 点 
处 ,应 有 


"d m » Ta. g* zls, 


p(z)» ©) ipla, i) (I. 1. 5) 


CI. 1. 5) 便 足 有 外 力作 用 下 弦 的 横 振 动 方程 , 我 们 称 它 为 弦 的 强迫 
横 振 动 方程 , 或 一 维 非 齐 次 波动 方程 . 

ARIRE AÉ ME o=, IRA ECL 1.5) 恒 可 以 
RRA 


Daat Hp fr, t) (1. 1. 6) 
"Em 


我 们 很 容易 看 到 , 如 果 没 有 外 力 的 作用 ， 那 未 方程 (EL 16) 还 
可 以 表示 为 


gu LA. u 
aU 74 3d Su) 
EG. L 8) 十 有 外 力作 用 下 有 的 均 句 缠 脆 可 振动 方程 , RANNIE 
+ 4c 
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它 为 均匀 弦 的 强迫 横 振动 方程 ,或 一 维 非 齐 次 波动 方程 ，《1. 1.7) 
是 没有 外 力作 用 的 均匀 艾 的 横 据 动 方 程 ， 我 们 称 它 为 均匀 弦 的 让 
E B nb STE, 或 称 为 一 维 齐 次 波动 方程 . 


2* 均匀 薄膜 的 横 气 动 方 程 

Wd —ik umm do ETE, 它 的 厚度 很 小 ， 以 致 它 对 弯曲 变形 不 会 产生 
FEME A, 称 这 样 的 全 性 枉 片 为 济 膜 ， 在 平衡 状态 时 位 于 xO8 CE AL Is 
E- Ed DR. DExGE—diiHpRE LL， 如 图 1-2， 设 薄膜 受到 进 
界 上 张 方 下 的 作用 , 比 时 ， 沿 薄 腊 内 部 任意 太 向 割 出 一 条 曲线 ARE E 
割 线 厂 分 离 出 的 两 个 部 分 之 则 相互 作用 力 AP 是 和 弧 元 素 的 长 度 As 成 正比 
H, TIEF XeiEGdPT ADU Ae, BDDAXEHRAIXIC LAAR As 上 的 作用 力 AF 
就 等 于 TAs, 


图 1-2 图 1-3 


PERRERA. MAE EAAS N LESSE ECT u fü, 也 就 
ERAT sOy 平面 的 , 如 图 1-3. ATRE LERE 执 的 俱 位 移 是 e y 5j 
t 的 函数 , Rm s, 他 ， 以 下 我 们 来 推导 荡 虹 的 横 振动 方程 ， 

ERU — He SERE, FE LRS, Gi F 0y 平面 内 o 区 域 上 ， 边 界 
HEUL "OXdED GOES S, 就 变 成 为 曲面 ， 边 界 为 空间 胆 
HX L'S TAR, 此 时 应 有 


G= ACF 


Jr y E u ds diii S ByiESRI BI B. 
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设 所 研究 的 薄膜 做 微小 振动 , 因而 , ARREA 的 平方 项 可 以 忽略 
不 计 , 由 公式 
i m 
MCRIC 
得 出 . XETE UBER 二 有 六 一。 SREUEUL CEEORCUMIUARESIR, E t R EUR 
EA 曾 积 的 变化 可 以 名 小 不 计 。 上 所 以 当 功 胶 散 微小 振动 时 ， 我 们 仍然 可 以 
MOORE KH S ARENE D T STER. 
HAM H HEATA S EATE A, SPA RATEDE u 四 方向 
B5 2r lE. AHEJ RAR A ET SE. i T E BR RGBDS 
fts 5 E Bru ARAR HG u ARAE. d 表示 边界 五 上 的 
弧 元 素 ， 由 于 薄 弄 征 有 这 上 临 耻 抗 ， 所 以 张力 向 量 工 0 TRH S B BP E 
-E, BEATER d8'， 设 边界 上 点 了 处 及 的 单位 法 线 向 量 为 
l n= cos ai d- cos P J+ cos yk 
TORSE L 的 单位 蕊 线 向 长 为 
z— eus d'é- eos f! J cog y'k 
于 是 在 P 点 处 张力 舶 方向 为 


s Xn- (cos B' cosy — eos feos y HF (eos y' eos a — eos y cos a* ) d 


cosy 一 


+ {cosa eoa B — ens a eos P 2 
因此 . ATES L (usticcóx*S ds! LEENE u 轩 方 网 上 的 分 EET 
T (eos a' cos B — cos a eos 7) ds' 


griega m 五 Esau Tig5sk nüu Jews mb RT 
T.4 (eos a cog D — eos a cos f) da' =T $ cos fda 一 eos ady' 
P y 


Hoh cosa'ds' —dz', coa 'da' = dy. UAA 
一 学 


EOG D G 


m. 


du 


-一 am 


E 
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cos y 一 ——À——————— 
J£ NC TN 
Wr LT 48 EH 
BJ (cos i' eoa B — eos & cos pd} ds! ~ — T - ja Tay" 


因为 我 们 假设 洲 半 做 微小 振动 ， 所 以 dscds', SRAL BARAIA DL 
上 的 积分 , 并 应 用 格林 Green 公式 之 后 ， 得 出 沿边 界 L' 上 上 所 分 布 的 张力 的 
TIHE uf T Ag FD p RECTE 


d'u,gu 
T. Cu Jazdy (1. 1.8) 


第 -, BRA TITE udüüubRIDEERBDEGSHBE E. 每 单位 面积 的 7225 pir, 
y. O,- FAEERE ER ARR I [9 0r 2020 


ft» (x, y, t) dady (1. 1. 9) 
第 三 , 设 oGs y) GERA Bo is He, 那 术 惯性 力 的 合力 为 
一 | piz, drdy (1. 1. 10) 


FATE OS a J) Se rn EPIS BR fr RAP, P E or Hz 3 e, fE FH te PCIE SE En DID D nic ffs 
S EAEC. 1.8), 5B (0.1.9) 55148 0E 2 OI. 1. 100 ZZ DIR FE, 我 们 借 得 
ux 


Ju, Jy 有 
[oe zs eR T (ELI) pag t) vay—0 


E ur S EEA TEI, kett EXE BU aX HP BI GER ER ÉSTE REIS E £E 
意 点 ， AE EJ 3 5 3, 


a'u 
píx, pos a =T- (22,2 e), y, 0 (0.1.11) 


(L1. 110 25 3 9b AIEA TARA 0 59 77 £8. RRE AME GE HS 
动 方程 , s de 29 — SEE ETE XE X 7 RA 
如 果 荡 障 是 均匀 的 , 就 是 说 oom dE, SUDORE RG ER 85 féur E 
表示 为 
-< m -J- f G, gy, 0 (1. 1.12) 


* ri " 
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3 ac T, fo y PEAD ups is ON URGE, 


或 二 维 非 齐 次 波动 方程 . — 力 的 作用 , 就 是 说 pO, y, p=, 35K 
Ei; FE CL. 1. 12) 恒 可 得 出 


us Fu 2u 
- du i3. 
at I az 2p) ( 3) 


我 们 称 它 为 均匀 薄膜 的 自由 机 振动 方程 , 或 二 维 齐 次 波动 方程 . 
Aun, SRTA ETET Hp E P PD 39. mx E HEU PRISE. 可 天 得 
iH 5 1. 12), CHI. 1. 13) 480 065 77 2 


Sa (tt) tf y, z, È) (1. 1. 14) 
Su .Ju.3u,u 
2:5 ^ art | gt a) SEI 
菌 者 称 为 三 维 非 齐 次 波动 方程 , 后 者 称 为 三 维 齐 次 波动 方程 ，a 为 常数 . 
3 HAE 


设 有 一 个 各 向 同性 的 热传导 
介质 , 于 某 -= 时 间 在 点 (x, g, 2) 
处 的 温度 用 wtz,#,%, DORR, E 
介质 中 不 同 处 温度 是 不 相同 的 ， 
那 末 在 介质 中 将 产生 由 高 温 处 流 
河 低 温 处 的 热 访 ， 此 时 我 们 在 介 
质 内 部 任意 取出 一 片 盟 面 AS, 设 
点 Mir, y, z) 在 AS 上 (如 图 BD i- 

1-4)， 按 热力 学 中 性 里 叶 (Fourier) 定律 ， 在 时 间 At 流 过 面 元 素 


AS 的 热量 AQ 是 正比 于 AtAS 和 温度 的 法 线 方向 导数 人 2, 即 


二 DMASSS (1. L 16) 


其 中 Bn, y, 2, 1) 220 是 热传导 系数 ， 而 于 是 曲面 元 束 AS 的 法 线 
UB fir [6] 8C, TR IRL FADE US A, 负 号 表 骨 还 谋 的 梯度 方向 和 热闹 方 
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由 总 是 粕 反 的 此外， 假设 介质 的 热传导 率 契 各 问 同 性 的 ， 就 是 
i], 计数 Kz, y, z, 和 是 不 依赖 于 在 点 (2, y, 2) RE ERR S 的 法 线 方 
|a. 

我 们 再 用 gs 表示 单位 By np) Dt nL ED. mp E AA gu Tóm 
(1. 1. 16) 4218 

a= —&Cz, ¥, Z, n= —k(z.g,z,t)gradu:m—q-n 


(1l. 1. 179) 
其 中 q= —k, y, z, t) gradu 称 为 热流 密度 向 量 . 
为 了 推导 出 热流 的 传导 规律 ， 设 在 介质 内 部 任 音 取 出 一 块 区 
AA V, 共 边 脸面 点 为 光滑 的 封闭 曲面 , 我 们 研究 在 时 间 (#, #2) 内 区 
城内 热量 的 变化 ， 很 容易 看 出 , 根据 公式 (1, 1. 16), ENC, 
EDARRA RhE S HARRA 


Fa du 
9=| d pes y, z, Dna (L. 1.18) 
A OR 
& 


Arp on E Bi S By» ik br p] RE. 

另外 , 对 于 我 们 所 取出 的 徽 小 体积 元 素 AV， 在 上 时间 At A EE 
变化 Au 必须 要 消耗 AV 内 的 热量 , 根据 物理 中 实验 规律 , 应 为 

AQ, = Laiz, LP Z, ts) — u, 9g, Z, tjeks, y, z»p(z, y. z)^V 
其 中 o(z, y, 2) eSti E, elr, y, sj 是 介质 的 比 热 . FEE 
积 下 上 光度 变化 Au 一 wz y, Z, 02) ule, y, 2, 06) PUA ARERI 2A 
最 为 

Qu || (Eule, y, z, t) ula, y, 2, #1)Jcpdy 

因为 


l 
u(z, CEET t) — uT, F, 5 5) 一 | nos 
H 


所 以 
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d à ||| ceo (1. 1. 19) 


JE SP, EE HER BU PEE E, E Fe, y, z, OX TRU 
BE. Milh, F(z, y. z, 介 是 介质 内 部 单位 时 间 单 位 体积 内 所 生出 
的 热量 , TÆER BKE, 52) 内 体积 PF 内 部 所 生出 的 热量 为 


$-[" dt | || PG. y, z, UV (1. 1. 20) 
因此 , 对 所 提出 的 区 成 ,根据 热量 守恒 定律 得 出 等 式 
i 二 Qi Qi 
HII 
f; lj] eei =f, ane 
«E à ||. yz DdV ` (1, 1. 21) 


P HH COcrporparck D AATF EEES E. 得 出 
j Pr cp — div Gigradu) Fx, y, 2, t) My =0 


假如 上 述 积分 号 于 的 被 积 函数 式 是 连 续 的 ， 由 于 体积 了 和 了 时间 
(i, ta 是 任意 的 ， 就 得 出 于 任意 时 间 主 在 所 研 完 的 介质 内 部 的 任 
X& ria, Y, I 


opt. 5; div Gigradu) + F(s, y, z, 10) (1. 1. 22) 


gt 
方程 (1.1. 22). BEA rJ BETEBUB ARDAS MEOS 
三 维 非 齐 次 热传导 方程 

并 果 介 质 是 均匀 的 ， 就 是 说 ，e、p 与 下 都 是 常数 ， 那 末 方 得 
(1. 1. 22) 可 表示 为 | 


durat 2 a E xac Fa) y, z, £) (1. 1. 23) 
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2 F(x, y, z, É) 
Epa xcu y, £,1) ep — » 


进一步 , ARIA AAA UR, Be i, PCr, y, 2, 0) 5:0, ME 
得 出 
a (1. 1. 24) 
方程 (i. 1. 24) 称 为 各 向 局 性 介质 无 热源 的 热传导 方程 ， 或 称 为 三 
维 齐 次 热传导 方程 
特别 是 , 当 所 研究 的 温度 仅仅 是 从 标 xz, 8 与 时 间 芋 的 立 数 , 与 
Arz 无 关 ， 俩 如 在 一 个 非常 细 薄 而 均匀 的 薄片 上 的 热传导 就 是 
这 样 , 那 末 方程 (1. 1. 23) 可 表示 为 
Zea (ttf, y, t) | (1. 1. 25) 
最 后 ， 当 介质 是 直线 型 的 ， 例 如 均 句 细 杆 ， 那 末 热 传导 方程 
(I. L 23) 可 在 示 为 


QH | sO 
a: ^? gr? fr, +) (1. L 26) 


(1. 1. 25) 称 为 二 锥 非 齐 次 热传导 方程 ，(1. 1. 26) 称 为 一 维 非 
齐 次 热传导 方程 . 类 伺 地 , 当 介 上 质 内 部 无 热源 时 , 就 得 出 


Qu (9 9 9*9 

a? as agr) (1. 1. 27) 
z 

0 (1. 1, 28) 


前 者 称 为 二 维 齐 次 热传导 方程 ， 后 者 称 为 一 维 齐 次 热传导 方程 . 


4 拉 普 拉 斯 (Laplace) 方 程 与 泊 松 (Poissony 方程 

第 三 段 中 , 我 们 研究 了 各 启 问 性 介质 内 部 的 热传导 现象 , 用 温 
BE WE 表示 某 一 时 间 主 介质 内 部 点 《2 y, 2) 处 的 物理 状 
志 ， 换血 话说 ,这 样 的 介质 内 部 各 点 热流 密度 向 量 4 形成 一 个 非 


LEN E >» 
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各 定 的 热流 向 量 场 , 由 于 9 二 一 8gradu, n( XXX Ar 5p gt ES] BS X E 
势 量 场 ， 温 论 u(r,y,z,0) ESARAGE,. 另外， 我 们 也 看 到 , 在 这 种 
非 稳定 的 热流 驭 量 场 中 ， 表 示 介 质 内 部 各 点 热流 规律 的 瘟 度 昂 数 
u(c, gy, z, Eo Prid CL. 1. 22), " 


c p57— div Cbgradu) F(z, y, 2, 0) 


Hupe, o, 让 与 吾 部 与 第 三 段 相同 ， 当 介质 是 均匀 的 ， 则 得 出 
《1. 1. 23), Bf 
du du - 49* u 
at da? 
共 中 四 了 与 第 三 段 相同 . 
现在 假设 介质 内 部 是 稳定 的 热流 场 , 就 是 说 , Barb vent e DE Ind 
3 4 不随 时间 + 只 戎 点 (x, y 22 Bu DE ERE (C, 于 是 表示 热 琉 规律 
PREA uU E Gr, y, 20 SEG Zr, SEFA a. Be, 7; T6 
(1. 1. 23) 可 表示 为 


Dr Tu Tt gle, y, 2) (1. 1. 28) 


a )-fG, Y, Z, É) 


oy | gz* 
Jtr gia, y, 2)- —c fa, g.2). 如 果 再 假设 介质 内 部 无 热源 存 


在 ,由 于 gC, (1. 1. 23) 可 表示 为 
2g EE 2d (4. 1. 30) 
355, LR NH TENURE NS UR 
u XE AE f cay 23 Fr 


2 ou ou Pp 

Joy! Oz a 

Hpo En i e 为 介 电 常数 ， 它 与 (1. 1. 29) 是 相似 的 。 
如 果 和 在 屯 电场 中 所 研究 的 区 域 肉 o0, DBR u 就 满足 偏 微 分 方 


ii 
Ji 


(1. 1. 31) 


* j2 * 


-一 -一 一 一 M 
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A 4 du 
a dat 
EFL L OR E 
特别 是 , MEARI u (CAE r, y BRR, E AR, MRA 
程 (1. 1. ER. 1. 30) 可 表示 为 


(1. 1. 32) 


7 —-2 
a rr y) (1. 1. 33) 
Fuy, Ju 
Ft (1. 1, 34) 
总 之 , FE. 1. 29), C. 1. 3 了 0) 虐 可 描述 稳定 热流 场 中 热源 存 


在 时 , 场 内 温 庭 妇 变化 规律 , 又 可 指 述 和 昔 电 场 中 有 电 入 分 布 时 ， 场 
内 电位 变化 舰 律 ,此 外 ,还 有 其 它 场 的 变化 规律 同样 也 适合 这 个 方 
程 , RIR. 1. 29), (L 1. 3D IER Z5 2. DS] EHE, C1. 1. 300, 
(I. 1. 322 BE er fi i iA a PD A E, ohin u %4 
(de, X up xh Eg ru ER e RE HR EH RE. 场 内 电位 变化 规律 , 此 外 ， 
还 有 其 它 场 的 变化 规律 同样 也 延 合 这 个 方程 ， 我 们 称 (1. 1. 300, 
{L 1. 322 Ag rip br Hn 73 13. 

显然 可 以 看 出 , 方程 (1. 1.65, C1. 1. 12» ^g C1. 1. 14) ERE] 
-RIWAI i ud B Ar LIU dz. AEL EIA RAA T5. 
或 称 为 波动 方程 . 方 称 (1.1 235, 0.1. 25) 5 CL. 1. 26) BB 4 f 5 JT 
MARAGA gA, 所 以 称 它们 为 热传导 方程 ， 方 程 (1. 1. 29), 
(1. 1. 31).(1. 1. 33) 58C1. 1. 30), CJ. 1. 325,0]. L 34) 都 是 描述 检定 
热流 场 中 热传导 现象 的 , 或 静电 场 中 也 位 分 布 状 况 的 , TE 146 F 
fa]-- 28 Afi, 我 们 把 (1 L. 295, (1, 1. 31), CL. 1. 33) 称 为 汇 松 方程 ， 
{L 1. 305, 0.1. 32), CL. 1. 34) 称 为 拉 普 拉 斯 方程 . 


41-2 E PR fF 
我 们 要 完全 确 定 菜 一 物理 过 程 发 展 的 规律 性 ， 涂 了 已 得 到 二 


7 [3 >» 
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各 种 偏 微 分 方程 之 外 , 还 必须 演 虚 到 其 它 因 素 , 如 物理 过 程 的 初始 
状态 和 介质 表面 的 边界 状况 的 影响 . 


1 泛 定 方程 
A $1-1 中 已 建立 的 偏 微分 方程 (11.6), (L 1. 12), (1.1. 

14) ECL 1. 23) C1. 1. 255, (1. 1. 26) #9001. I. 29) —€L. L 327 中 可 以 

看 出 , 它们 代表 了 三 种 本 质 不 同类 型 的 方程 , 它们 是 介质 本 身 特有 

的 物理 规律 的 数学 表达 形式 ， 这 些 偏 微分 方程 称 为 泛 定 方程 。 周 

时 , 在 得 出 那些 证 定 方 程 的 过 程 中 , 除了 对 发 生物 理 规 律 的 介质 作 

了 某 些 根 制 之 外 ， 还 对 这 些 规律 的 物理 量 作 了 某 种 近似 的 理想 化 

的 要 求 ， 因 此 , 这 些 方程 只 能 近似 地 描述 物理 规律 发 让 的 过 程 , 即 

使 是 这 样 的 “近似 程度 "， 硕 助 我 们 认识 客观 自然 砚 象 的 发 展 规律 

时 , 仍然 有 一 定 的 指导 意义 . 

但 是 , 要 完全 确定 车 一 物理 过 程 发 展 的 规律 性 ,除了 上 述 得 出 

的 数学 表达 式 一 一 各 种 篇 微 分 方程 之 外 ， 还 必须 知道 介质 的 初始 - 

状 说 和 介质 表面 的 边界 状况 ， 描述 这 种 初始 状况 和 边界 状况 的 数 

学 条 件 分 别称 为 烤 始 条 件 和 边界 条 件 ， 有 时 亦 把 初始 条 件 和 边界 

条 件 统称 为 定 解 条 件 ， 关 于 $1-1 中 所 建立 起 来 的 方程 ， 由 于 它 . 

们 本 质 上 互 不 相同 的 特性 ， 因 面 对 它 们 中 的 每 一 类 型 所 能 够 提出 

的 定 解 条 件 亦 完 全 不 同 。 为 此 ， 我 们 分 别 建 立 各 类 方程 的 定 解 条 

E : 


2 定 解 条 件 的 形式 和 定 解 问题 

热传导 方程 的 定 解 条 件 和 定 解 问题 从 人 TIE 第 三 段 中 可以 
看 出 要 完全 确定 出 介质 内 部 的 热 攻 状态 , 除了 方程 (1. 1. 22)( 或 (1. 
1. 23) 外， 还 需要 给 出 介质 内 部 的 初始 状况 和 介质 表面 的 边界 状 
BL. 因此 ,热传导 方程 的 定 解 条 件 应 包括 初始 条 件 和 边界 条 件 . 从 
= jiġ "e 
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物理 过 程 米 分析, dfe 5r 5 Bua sa d E 28 
uls -o5 COM) (1. 2.1) 

KB e o0. AER XR. 表示 介质 在 初始 时 间 2-0 IRE de rx id EE 2) 4 
T. 

现在 我 们 研究 介质 表面 的 边界 条 件 ， 从 物理 现象 发 生 的 过 程 
和 可 以 看 出 , Zr LR HE D HE AE CLA. 或 臣 通 过 表面 的 单位 面积 元 碌 
上 的 热流 量 是 已 知 ， 或 是 介质 表 而 写 向 转 空 间 介质 之 癌 的 热量 交 
换 规 律 旦 已 知 ， 这 三 种 地界 状况 可 用 下 述 三 种 方法 搞 述 . 

Gd) FEAH S LASH TBE, 则 边界 条 件 为 


u|s-o— PCP, t) (1. 2. 2) 
Mp y hM S ES; P MIRI CBOELAnES ZR, ix REX ARTE PRAS 
第 一 类 边界 条 件 ， 

(2) 车 在 曲面 仿 上 每 点 给 出 的 热流 量 为 
_ .du 

qa— is 
PRAT AR PE REX ZI 

cu 

2n epu t) (1. 2, 3) 


其 中 e, O— — TUEHIQUAIB DU RRSERCRUR OCA RE. 这 种 


边界 条件 称 为 第 二 类 边界 条 件 ， 

(3) 妖 介 夺 衣 面 与 周 蔷 空间 介质 之 间 有 热量 交换 ， 设 周围 空 
向 倪 质 的 温 诬 为 e, 这 时 热 交 换 规 律 应 遵循 热传导 实验 定律 , 即 第 
do zy Ax: d ARP E EE) 的 单位 面积 传递 给 周转 空间 


q,—a(u—m) 
Epa iih Ez HR AGER, FIER a ERER, RECTE 
3:18, JF EDGE RE Ar 18 e a boe RISE 的 . 


^ J$ >» 
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RRR hrspiu E E, iX ddvUE RR MESECTT HR DERNE RIP Di ib 8 Dr ze 
prp EB Pu. TESI FELA AE 
—RS* —a(u—uy), ESE 


共 中 n 是 指向 曲面 妨 的 外 法 线 方向 ， 设 有 = 也 ,huo 一 (Pp, t)， 得 
出 
EN 

这 种 边界 条 件 称 为 第 三 类 边界 条 件 . 

因此 , 热传导 方程 的 定 解 问题 就 是 : 在 初始 条 件 (1. 2. 1) R 
RÆ 2 2)— 0. 2. 4 中 的 任 一 个 之 下 ， 寻 求 注 足 热传导 方 租 
(L1. 22)—CL L 28) 中 任 一 个 的 解 x， 我 们 把 这 种 具有 初始 条 件 
和 边界 条 件 的 热传导 方程 的 定 解 问题 称 为 混合 问题 . 

有 时 ， 如 果 导 体形 状 比较 复杂 ， 这 时 所 提出 的 问题 就 比较 难 
于 研究 ， 可 是 ， 当 导体 体积 很 大 ， 所 要 知道 的 只 中 在 较 短 时 间 内 
较 小 范围 上 的 温度 变化 状况 ， 那 未 边界 条 件 所 发 生 的 影响 可 以 名 
略 不 计 ， 这 时 就 把 所 研究 的 导体 视 为 充 谐 整个 空间 ， 定 解 问题 变 
成 为 :在 初始 条 件 (1. 2. 1) 之 下 ， 寻 求 满足 热传导 方程 (1. 1. 22) 
一 Q. 1.28) 中 任 一 个 的 ww。 我 们 将 这 种 仅仅 有 初始 条 件 没 有 边 
界 条 件 的 热传导 方程 的 定 解 问题 称 为 初始 值 向 题 ， 或 称 为 柯 西 
(Cauchy) 问题 ， 


= 4#} (p, 1) (1. 2.4) 


波动 方程 的 定 解 条 件 和 定 解 问题 BLUARA 2o mE ii 


Bj. M $ 1-1 第 一 段 中 可 以 看 出 要 完全 确定 续 的 振动 状况 ， 除 了 
方程 (1. 1. 5)[ 或 (1. 1. 6)], (1 1. 7?) 外， 还 需要 有 初始 条 件 和 边界 
Ait. 显然 , 在 初始 时 间 壁 如 1==0 弦 上 每 一 点 具有 一 定 的 位 置 和 
速度 , 就 是 说 , 馈 始 条 件 为 

du 


ul,-a79(2), at ce i (1. 2.5>b 


+ I6& 自 
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XjT deg: 281108 8 2x29 P UL. 
《1) 528938 3r Ed, 此 时 这 前 条 件 为 


u|;..—0, wu|,.,—0 
一 般 情况 下 , 边界 条 件 可 写 为 
aleso = HCE), Elea — ui) (1. 2. 6) 
其 中 an, dn COE) 2 BAR EON. ERREUR RIRE 


一 类 边界 条 件 . 
(2) 站 的 边界 在 一 个 光 请 的 柱 上 上 自由 请 动 , 不 受 力 的 作用 , 称 

JE 23 * B e x A MET d APERIT 
NE" 
Anlo ^ Ja 


此 处 n Oi DIETS]. R B. 边界 条 件 可 写 为 


者 二 4 


| NL zd Na (1. 2. 7) 
其 中 ga nut AR] DMQJELADSER EE. gR ARAE 


二 类 边界 条 件 ， 
(3) 嘴 的 边界 固定 在 弹性 支 东 上 ， 当 站 振 动 时 给 支承 以 垂直 
Jg ILS 23, CK BSEC MB, zx Y^ 0E ft rh I) 3 89, RED "E GEO 3 9E 
ATE. XXI XR ARARTBRDED 
=0 


EI -—-0, EXLI 
dna y-ü 9 X-t 


JB Ao UL AIETEAA, m 是 端 截 面 的 外 法 线 方向 ， 一 般 情 况 了 下, 3E 
A A TERI E 2 


Ju | Ju 
ERIE 十 到 || | as (1. 2.8) 


-0 | an 
其 中 uE), uS IM BI # 的 已 知 浆 数 ， 这 种 边界 条 件 称 为 第 
E IUE i 
因此 , 继 振 动 的 定 解 问题 就 是 ERPE. 2.5) 55352 k 
* I? + 
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PFO. 2. 6)— C 2.8) 中 的 人 芷 一 个 之 下 ， 寻 求 蔬 据 动 方程 〈1. i. 57 
C (1.1. 6)]，(1.1. DHR u 我们 反 既 有 初始 条 件 又 有 过 办 条 
件 的 弦 振 动 方程 的 定 解 问 题 称 为 混合 问题 . 

有 时 , 艾 本 身 很 长 ,所 需要 研究 的 是 在 较 得 时 间 内 较 小 范 国 上 
的 嘴 振 动 状况 ， 那 末 边 办 条 件 发 生 的 影响 往往 可 以 忽略 不 计 ， 因 
上 ,这 时 就 可 以 把 所 研究 的 蕊 视 为 充满 整个 直线 , 定 解 问题 就 变 成 
为 ;在 初始 条 件 (012.5) TK d tg ub; 0.1.5) [或 . 
(1.1. 6»], (1. 1. DHA u 我们 把 只 有 初始 条 件 没 有 边界 条 什 的 
35 de 59 73 ERE AE RE [RT RR. BR 29 19138 fn] ER, 或 称 为 利 西 问题 . 

Ff, 对 二 维 的 薄膜 振动 方程 (1 11) — (1. 1. 13), 三 维 的 
物体 振动 或 电磁 波 传 播 的 方程 人 1 1. 14), (1. 1. 155, 同样 也 有 混合 
问题 和 初始 值 问 题 ， 此 处 不 详细 叙述 , 读者 可 以 自己 写 出 ， 

拉 普 拉 斯 方程 和 泊 松 方程 的 定 解 亲人 御 和 定 解 问题 MS 1-1 
第 四 段 可 以 看 出 ， 拉 普 拉 斯 方程 与 泊 松 方程 部 是 描述 稳定 的 热流 
场 中 热流 量变 化 规律 的 .此 时 ,温度 名 不 随时 间 上 变化 , 方程 的 定 
解 条 件 当 然 不 会 再 有 有 初始 条 件 而 只 有 边界 条 件 . 我 们 把 这 种 只 是 
给 定 边 办 条 件 而 不 再 要 给 定 初 始 条 件 的 拉 背 拉 斯 方程 或 铂 松 方 程 
的 定 解 向 题 称 为 边 值 问题 . | 

AETA EnH, hou BTE A ERAZ 
类 边界 条 件 . 

(1) 边界 条 件 为 

uis 一 vp) (1. 2.9) 

其 中 vo IXI S ERE ABE, 我们 把 在 边界 条 件 (1. 2.9) 
下 :寻求 满 是 方程 (1. 1.29), CL. L 30) cR EE— AI RAR u EA 
Tr XR TEE (ODirichlet) fa] Bg, 或 称 为 第 一 边 值 问题 

(20 边界 条 件 为 

M 


2 QO*OD (1. 2. 10} | 
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A po) S EBRUE EAE m 259 Bust 75 mp] 39 br n] 
A. ANEELA Ap. 2. 100 P, RAEN ECL. 1. 29), CI. 
1. 30) i ££ — AI B5 u (x REI] RAF (Neumann) falla, 2 
称 为 第 二 边 值 问题 ， 

(3) ARRA 


trul =y (1. 2. 11) 


其 中 六 (8) AAAH S Elo. An ER TE, n 25 5 B PEE 7 p Dr 
WE., AARAL 我 们 把 在 边界 条 伞 (1. 2. 11) 下 ， 寻 求 满足 方程 
(1.1. 28), (1. 1. 300 dp £E— T D ARE e 的 定 解 问题 称 为 混杂 问题 或 
(Robin) [5] Et, 也 称 为 第 三 边 值 问题 . 

类 似 地 ， 对 二 维 的 铂 松 方程 (0.1.33) 与 起 普 拉 斯 方程 
(1.1. 34)， 同 样 也 有 上 上述 三 类 边界 条 人 忻 与 人 边 值 问题 . 此 处 不 详细 
AUR, 读者 可 以 自己 号 出 ， 


$1-3 定 解 问题 的 适 定性 介绍 

前 面 ， 我 们 把 一 些 白 然 现象 以 及 工程 技术 中 发 生 的 物理 过 程 
规律 性 的 探讨 ， 转 变 为 数学 中 一 些 偏 微 分 方程 的 定 解 问题 ， 要 能 
够 正确 的 认识 运用 这 种 物理 过 程 发 展 的 规律 性 ， 对 于 偏 微分 方程 
定 解 问题 的 进一步 讨论 是 十 分 必要 的 . 在 数 党 物理 方程 里 ， 对 于 
这 些 问题 的 研究 ,一 方面 巧 季 找 定 解 问题 的 解法 , 得 出 解 的 表达 式 
与 计算 方法 ， 另 一 方 曾 就 是 对 提 邮 的 定 解 疝 题 本 身 进行 探讨 ， 通 
常 讨论 如 下 三 个 问题 : 第 一 , 定 解 问 题 的 解 是 否 存在 ?第 二 , ERE 
题 的 解 是 否 瞧 一 ?第 三 ， 定 解 问题 的 解 是 否 连续 依赖 于 定 解 条 作 ? 
或 者 说 , 当 定 解 条 件 发 生 很 微小 的 变化 时 , 解 是 否 也 随 着 发 生 很 微 
小 的 变化 ?在 数学 物理 方程 里 , 对 于 一 些 经 典 性 的 定 解 问 题 ， 例 如 
本 章 所 引出 的 波动 方程 , 热传导 方程 ， 控 普 近 斯 方程 与 泊 松 方程 ， 


+ 1 c 
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或 者 足 这 些 方 程 的 更 一 般 形 式 的 定 解 问题 ， 都 已 证 明了 解 是 存在 
的 , 只 一 的 , 连续 依 蒜 于 定 解 条 件 的 .一 个 定 解 问题 ， 如 果 解 是 存 
在 的 ,唯一 的 ,连续 依赖 于 定 解 条 件 的 ， 就 称 这 样 的 定 解 问题 是 适 
定 的 . 否则 ， 就 称 定 解 问题 是 不 适 定 的 .根据 这 样 的 适 定 人 性 概念 ， 
可 议 认为 我 们 邻 后 涉及 的 定 解 问题 部 是 和 送 定 的 ， 所 以 不 去 讨论 适 
定性 问题 , 内 着 重 讨论 这 些 经 典型 定 解 问题 的 一 些 解法 (包括 数值 
RD ERER, 

当 偏 微分 方程 的 定 解 问 题 提 出 之 后 , RETA EK E ERR: 
第 一 , 采用 类 似 于 常 微分 方程 中 常州 的 方法 , 先 求 出 微分 方程 的 一 
般 解 ， 然 后 按照 定 解 条 件 确定 所 要 求 的 特 解 ， 这 种 求解 方法 在 某 
此 情况 会 得 到 成 功 , 例如 无 界 匾 的 初始 值 问题 等 , 但 一 般 说 来 是 会 
过 到 很 大 困难 , 其 至 不 会 成 功 ， 首先, 因为 在 偏 微分 方程 中 很 难 定 
X" — RENE" BUNC, 其 次 对 许多 偏 微分 方程 , 即使 它们 的 “一 般 解 ” 
很 容易 求 出 ， 得 是 要 从 * 一 般 解 "确定 必 解 往往 是 不 可 能 的 ， 本 是 
大 们 就 转 而 采用 第 二 种 方法 . 

第 二 ,在 实际 问题 中 偏向 分 方程 所 要 求 的 不 是 “- MENT. 而 是 
要 求 出 适合 某 类 定 解 条 件 的 特 解 , 因而 在 偏 微分 方程 的 研究 中 , 方 
法 上 主要 是 针对 定 解 问题 去 进行 讨论 ， 申 于 偏 微分 方程 定 解 问题 
的 建立 是 比较 密切 联系 实际 的 , 因而 在 定 解 问题 的 研究 过 程 中 , 从 
实 跃 问题 的 启发 琳 得 了 一 些 求解 的 方 基 ， 例 如 分 离 变 居 法 就 是 受 
物理 学 中 驻 波 概念 的 启发 形成 的 一 种 解 苇 . 

结合 本 门 课程 的 要 求 ， 我 们 选择 了 对 各 类 方程 名 很 有 有 适用 价 
值 的 分 离 变 量 法 作为 重点 内 容 讨论 ， 简 单 般 要 地 钱 述 了 积分 变换 
法 、 达 朗 倍 尔 靶 和 格林 国 数 法 ， 通 过 这 些 方 法 所 得 到 的 解 都 是 分 
析 玫 达 式 .为 给 使 用 计算 机 解决 各 种 实际 问题 竟 定 基 三 ， 作 为 俱 
微分 方程 数值 解法 入 门 , RISA TARASA, 有 限 元 法 ， 举 出 
几 个 数值 计算 的 例子 , 详细 写 出 和 解 算 步 又 , REIR HER, SCIRE REEL 


2 
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Lem 已 所 需要 的 部 分 ， 也 是 编写 本 书 的 
EZ E Bem 


第 一 章 ” 习 题 
1 细 杆 (或 强 赞 ) 受 某 种 外 异 原 因而 产生 级 向 振动 , 以 w(x, OREHE 


EIAS Be x 处 的 点 在 时 间 + 离开 原来 位 置 的 偏 位 称 ， 殷 设 派 动 过 程 中 此 爱 
"E Bru: 5 RR A R xEfE, 试 证 明 ur, ORED FE 


ZG d 207 ad ES) 


Jh o AIEE, 吾 为 弹性 模 里 ， 设 秆 机 截面 大 小 处 处 福 同 。 


ds x RAS 
2 证 四 珊 锥 形 梢 轴 的 纵向 振动 方程 为 
到 s(1-4) 名 y i a ^07) A 


Hah à 为 圆锥 的 高 ，P 为 稚 形 轴 的 密度 , 吾 为 弹性 模 量 ， 


第 3 年 图 


3 -HAHAH EA l, BETEA ` 横 截面 上 温度 是 相同 的 、 杆 的 夫 
面 和 局 陋 介 质 发 生 执 变换， 跟从 规 Y 律 如 一 所 (u—m)dsdt, TERI ROTE E 
p. E dA 2 e. EGRE Ak, UEA EE N E u 满足 方程 


du Bt dkr — 
T a os) i (ecu) 


4 TRAIHUT FE FRR ERR E: EE mE, 拉 得 私 蛇 ， 
^ 2] a 
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BIO AR ELI ALSEEE 25. 但 有 初始 速度 为 fsin- 了 ,其 中 芋 是 纺 长 ，Te 是 党 
数 . 


5 设 一 些 两 端 固定 , 初始 位 称 如 图 所 示 ， 初 始 速 府 汶 常数 下 ， 试 烈 出 
相应 的 定 解 条 件 . 


第 5 题 图 


6 一 条 长 为 1 的 振动 荡 两 端 始终 因 定 ， 队 张 办 外 述 受 一 种 同期 尾 外 上 
F-—Aeosot WER, ZEE 5584 SERES TER, An PH Bros, 0A EE 29 Vesin 


AG 


于， 试 确定 六 振动 的 定 解 门 题 ， 其 中 A oL V, go E 


第 日 是 图 
7 “一 根 长 为 三 的 均匀 细 棒 , 侧面 绝热 ， 初 始 温 度 为 零 ， 端 点 一 上 永远 
”保持 零度 , 才 端 点 z 一 0 处 混 庶 随 时 间 统 性 增加 。 试 列 则 此 时 的 定 解 条 件 . 

8 一 根 半 无 限 长 的 细 棒 , 侧面 绝热 ， 它 的 热传导 系数 为 BO, tà 
温度 为 零 , 在 端点 * 一 0 处 每 单位 时 则 输入 热 量 为 @o( 常 数 )， 试 列 出 温 旗 国 
数 满 足 的 热传导 方程 和 定 解 条 件 . 

9 一 根 医 为 1 的 细 杆 , 共 两 端 保 持 绝 热 状 起 , 初始 温 族 分 布 为 已 知 国 数 
p), YAT fe gU Ro AA t. 

10 ES HET C HERD. dn FEE Rd ELE e 8 iT 
损失 , VER Bo PA ds BERE EET eco, a> 常数 ， 试 导出 温度 wu, DD 
满足 的 偏 微分 方程 ， | 
= 22 a 
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1] 一 边 长 为 a 的 正方 形 薄膜 , 将 它 固定 于 弹性 支承 上 , Boxe A Ei 
位 称 w]-.—9Xy( a ya, Wai EHE NE. DUET UNDER IRE HS DE E AE 
aft. 

12 —U ERAS, XL EOS o X b. ze P P. D HE ER D A m f X189 
ia ME) Anf Brrz, 其 它 三 过 保持 零 座 . 试 列 出 此 时 的 定 解 问题 . 


BEI 

13 -HARA Hore PE GULEDAEEB PARU. 设 在 t=0 Bf. tn ERE 

Er 前 一 个 已 知 国 数 , 此 处 * o PERLE Boc PG ES C. URGERE IL BE Eod HE AY 
d uCr. DREA EDE 


Ju  ,j(/2*u, 1 Ju 
-r — i = Caa adu 
"I P 


2r?" y Or 
L BEBE T SI ERR da RES 


(o S eo, uto, m fGo-- sp 
Buggy ` f 

Fu JuZa 

(2) way" 2x gy’ 


uis, 的 =f (ag GD 
ny pIu pau = -= 
(3) 0 72 0, ux, gy)—f(ay—ba) 


() ELT, uz 0 f(z—20 Gat) 


pE ax 

Pu Jy Ju A'u 
py R A LANE 
ind ar” Byori t 2oy'gzr 3 ? 


uin g) — fata tglt thk Bet y) 
其 中 : f.g k 328 p. An B er A. 
i5 WER dg HE us Gr, y) 5a u Gr, y) 8B 208 ZR. 


3*u Su F u Ju 
pi, Dis P: ix, aig | Bs, Di 50 y) 3r 


= J} =» 
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-E gs, F) -Hr (a, 的 名 一 心 


的 解 , 那 末 对 于 性 意 常数 0 与 ca cum Gr y) b esus Go, y). 也 是 方程 移 解 (这 个 
ERRAR R RAE. Jt pi P Padangan ti HAB uis 
ER 

16 WAEN v, 8, 2 把 控 普 拉 斯 算式 


J'u i 
Ayn 2u 2 
- tag 32 


转换 成 为 


z F * 
Auc m, 19u 1 Pu au 


3r! r2r r^ 30* Dr? 
其 中 oz—reos8, ge rsin, g—z, OxcD sz 27, 
17 WEH Au fEBR CO ER P A Fr a B3 323 
ERI TET TERRE 
dg AY 27/ 7 sinó jd 5755 tregimi ge 


Jn r=rsinf cosg, y= r sinf sinp, s=reo t, 0scg 2r, ten, 


HX 
| 81-4* ”传输 线 方程 

UEETISPBE «eI EX eX E, u t LEH R, Be L 电容 
C Sn SEG E d depre BETESEIB (dS, 传输 线 上 任 一 微分 元 素 de EH, 
HE SEES [Efe ER dz HEAR. Tipi i, TDI 
HksH gpELRIN GE e4giIERUICBE rcU 5, 通常 了 迁 是 时 间 i HES. PAARE 
确定 分 布 于 传输 线 中 的 电压 v(x, +) 与 电流 ila, t), 

取 如 图 1-5 的 分 布 做 数 电 路 

E AE— MERIdETIEOEE EFERBEEhaDU x MER HERO wr, O0, B EDO $n 0, 


iE fel —HBE E E IE GRE HA adir 处 的 电压 为 utide 电流 为 +2 ds, 
计算 dz I BER B HERR, ORBI Ez RI AZ e (Kupxrogq) 第 二 定律 , 便 得 出 
DENT. 2u B 
(sz dz 十 (十 和 ea —u=ù, 
化 简 后 得 出 
. 24 >» 
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i i 2i à RR RR ORA ma 
人 一 上 一 一 一 3 ida 3 
1 ] 
1 | i 
| i 
| 
I i a 
i i i 
I " L| 
Db: g i 
l 1 & 
Ll I L 
l I Li 
上 | 1 
MEN 
| 下 


P" z--dz = 
图 1-5 
Ju 2t A 
— | ulis 一 
3:1 L 2; 93 0 (I. 4. 1) 


此 处 Ride, LP! dz 分 别 表 示 在 (z 十 dz) Skib E, e RR BEP IG. 


IE FE, HL iE iir, D Hio mcEGI di) HAAD, RAA y 
将 流 问 分支 电 导 与 电 赛 ， 4RIEGLOKREGSLIE -EHARA cr chokü di gm 
PTM ist AmA GAAGA EE, 流 经 分 支 电容 ， 电 导 的 电流 和 分别 
3 (Cdr) P (Gdz) u, BiLL 
i, D= (Cdz)? * L(Gdzyu i (x, D 4. Ida 
di aua 
T£ f ra 8HB 


Ji 1 oL 
a2 0 3; C u70 (1. 4. 2) 
TEO. A XE OQ. O4 2) E Gor ERIE T 7 的 表达 式 后 , 得 出 
uw pnp u (oup, 28 s 
ao LOL UCTGL) Te GR: (1. 4. 3) 
ze RE CL HH 
2*i at ID š 
ap "MU 3g (RO GL) T e GRi (1. 4, 4) 


fid A E P, BP R-i ji GERE Uto, ERAAN Tih HD 


= 25» 
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R0, G»0, 于 是 得 到 和 $1-1 中 (i. 1.7) 同 样 的 方程 
3*« 2a Jti 2*í 
25 LO ap IU an 


7 i 
这 里 二 就 相当 于 $ 1-1 at, 


C. 4. 5) 


a Jh e 
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第 二 章 分离 变量 法 


本 章 所 讨论 的 是 古典 偏 微分 方程 的 常用 重要 解法 ， 称 为 分 离 
变量 法 ， 又 名 村里 时 级 数 法 。， 这 种 解法 的 菇 本 思想 在 商 等 数学 中 
已 为 大 家 所 熟悉 , 例如 , 求解 常 系数 线性 齐 次 当 微 分 方程 初始 值 问 
题 时 , 先 求 出 方程 的 是 够 数目 的 特 解 ( 基 础 解 系 ), 然后 利用 肥 加 厌 
理 作 这 些 特 解 的 线性 组 合 ， 使 其 满足 给 定 的 初始 条 人 忻 。 这 就 启发 
我 们 求解 偏 微分 方程 的 定 解 问题 时 ， 首 先 试 图 求 出 方程 的 许多 特 
E, 例如 (tz, t), RARA ETERS, 即 令 


uc, i)— Siu, (£, É}, 


从 而 定 出 所 要 求 的 解 ， 此 处 我 们 要 求 的 

uz, 0) — (x) Tutt) 
是 变革 # 与 二 的 分 离 形 式 ， 经 过 实践 以 后 ， 证 实 了 这 种 方法 不 仅 
对 波动 方程 的 定 解 问题 有 效 ， 同 时 , 对 其 它 许多 方程 的 定 解 问题 ， 
例如 热传导 方程 , 拉 普 控 斯 方程 等 的 定 解 问题 也 是 有 效 的 ， 


82-1 有 界 弦 的 自由 振动 ”物理 意义 


RELAT EAA HR A pil, DEES RETETA OEE 
和 基本 精神 . 


1 端点 国定 的 自由 振动 
设 有 两 端 瓜 冉 定 的 蓄 的 自由 振动 询 定 解 问题 
| Or 0 (2. 1. 1) 


ulr, O= plr), u(x,0)—y(z) (2.1.2) 
luco, t}=0, u(l,1) —0 (2.1.3) 


* 27» 
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其 中 9o, 9$ GO AED, AERE X, 且 不 同时 为 零 吕 ， 
(2. 1. 1), 《2.1.3) 两 起 的 特点 是 它们 都 是 线性 齐 次 的 , 这 里 所 
请 线性 是 指 它们 所 合 的 未 知 函 数 项 及 其 导数 项 均 为 一 次 ， 所 谓 齐 
次 是 指 (2.1.1) 中 没有 学 虑 外 力作 用 ， 记 以 自由 项 ftw, 在 HE, 
《2.1.3) 中 右 端 均 为 零 ， 因 此 , 同时 适合 (2. 1. 1) 与 (2.1.3) 的 任何 
两 个 解 之 和 仍然 是 解 , 换言之 ,2. 1.1) 与 (2.1,. DAR EE AiE 
3 n ER BS, TE, 可 先 求 出 适合 (2.1.1) 与 (2. 1. 3) P E Sua, t) 
— XGOTCG)BSBUCR REB, 然后 把 它们 按 适 当 方 式 倒 加 起 来 ,使 其 
适合 初始 条 件 (3. 1.2), 就 得 到 所 要 求 的 特定 解 ， 具 体 可 分 如 下 站 
4r 2b UE. 
第 一 RH X 5 TO) Brili e ig i 2 E 
设 解 的 形式 
ulz, 4)  X(x)T(U). (2.1. 4) 
这 里 oX(a)XdE RE v RUNE. TCD ge t Bug, HE. I. 0 fX 
大 (2. 1. 1) rf, 则 得 出 
X(z)T'(t)—a X"(rx)T(Ct) 
Rn 
PC X"(z) 
aT) X) 
这 个 式 子 左 边 仅 是 t 的 函数 , 右边 仅 是 z 的 函数 , CREE Ig LE 
披 此 无 关 的 , HE. 上 上 式 要 相等 只 有 它们 重 等 于 某 一 常数 时 才能 
JL. KATERA — A, TERE TOD 与 下 (32) 所 应 适 侣 的 两 
个 常 微分 方程 


TE} a'AT(1)—0 (2.1.5) 
X"(r)-c-AX(T)—0 (2. 1.6) 


@ 此 处 wwer 分 曾 表 示 u 对 tz SU HR UHR ZS D 今后 偏 叶 数 的 这 两 
MEE HGB Heu a 
2 28 + 
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第 二 RED IE PRA, 求 出 王 有 值 及 固有 图 数 
为 了 要 (2. 1. 4) 能 适合 边界 条 件 4t0, 2) — XC - TC) —0 与 
uCl, t) - XCD TG) --0, RA TODOS BEI AE, 所 以 


X(0)2 X(1)20 (2.1.7) 
于 是 求解 问题 (2. 1. D) 55 (2. 1. 3) a S e A SR Ma f e 
X'(x)J-AX(z)—0, X(0)9 X(1)--0 (2.1.8) 


与 常 微分 方程 tr2. 1.5) 了 。 过 值 癌 题 (2. 1.8) 并 非 对 任 人 杂记 都 有 提 
FH MARE AR EREEREER E. e 
这 样 的 边 值 问题 (2. 1. 8) $8 20 EUIS fl e i CREE f (8] ER, 把 对 应 
"HdEAE SEES A 称 为 园 有 值 ( 或 特征 值 )， 而 把 与 4 相对 应 的 非 零 解 
X (x 35 28 [8 Br GR 3c Ch E GRUND | 下面 讨 论 (2. 1.3) 的 求解 问题 : 

1' £ 4—0, MO. 1.8) 中 方程 的 遂 解 为 X(r) — Cz D, 这 里 

C 与 忆 是 待定 常数 .为 了 要 适合 (2.1.8) 中 的 边界 条 件 , 互 (0) - D 
—0 k XO)-—CiÓ-D-—O0, Mihi XCr)m0, Bb. (2.1.4) 得 
u(z, £) 0, 它 不 可 能 适合 条 件 (2.1. 2), 

2° d$ A«0, WI[C2. 1. 8) 中 方程 向 通 解 为 六 (5)= Cch — Ax 十 
Dsh 一 和 ,这 里 C 与 已 是 待定 常 歼 . 为 了 要 适合 (2.1. 8) 中 的 边界 
条 件 , X (0) — Cch0-- Dsh0— 0 & (一 Cehv 一 下 十 Psh -At 
=0, Hm C — D—0, Muf Xr) 0, Blk, HO. E. 42 83 ur, £20, 
这 [时 的 uz, D) RE BER Er AR TE C2. 1. 2), 

3" $5420, & À—-o', MEL 8 中 方程 的 通 解 为 XG)— 
Ccosor t Dsinor, 这 里 妇 与 已 为 待定 常数 ， Do AC. L 8)rie 
的 边界 条 件 , X(0)— 0-0 k XC(l)Dsinol —0,(D2c0, a: Hx 
得 到 X(x)20), M ol nz(n—1,2,3, ---), ED o= (n=1, 3. 


3, "ej, 于 是 就 得 出 (2， l. 8) rH Aal "e Oa), 4 ffu T {Ë 
Ti à nmt 


TA 


Gau 一 


{2.1.9} 


. Žž) 7 
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有 时, 下 (2) 才 有 非 零 解 


X,(r)— D,sin ML 01,2, 3, ,…。 (2,1. 10) 


(2.1. 9) b ivi e. — 7 BERE TREE I, (2. 1. 10) 中 的 X, CORE 


AXE TH IZ T ESL ASE A A Re. 


将 (2. 上 9) 中 A, — o CAL Q. L 5) m, RAER 


zai 
D 


T.) = Acos” gU Ben” (2. 1. 11) 


于 是 由 (2.1. 4) 得 出 
usur, 一定 (Te 
-(a, Cos nut T5, sin zza! jsin 2 (2.1. 12) 


其 中 a. b. RETE EE 8 —1,2,3, e, XX HB. us Gr, 0) Zi i C2. 1. 
1) 0(2. 1. 3) 的， 下面 立刻 可 以 看 到 当 它 们 按照 基 种 方式 琶 如 后 ， 
才能 适合 条 人 忻 (2. 1. 2), 

B ule, DB EAR 

上 述 求 出 的 (2. 1. 12) 是 适合 方程 人 2. 1. DAMAR. 1. 3) 
的 ,可 是 它们 未 必 就 能 适合 初始 条 件 (2. 1. 2), H1 = Ort, us Car. 0) 


Rn 好 未 必 就 能 等 于 PCz) 和 pa), BALLES, In 
级 数 


u(z, t) = v (x, t) 


t=] 


= Sa cos TE p, sin d Jein ES (2. 1. 13) 
n-1 


当 r, £220 Ip CAR, eTA COD un, t), JE H ula, DOS c, t DOR 
:项 可 微 ， 邦 未 可 以 验证 (m, £) EA SE38 A FE C2. 1. DRA TR 
4 30 4 
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件 (2.1.3). 同时 ,如果 恰当 地 选择 系数 ass bu uz, 5 还 可 以 适合 
$38 3 fj: C2. 1. 25, 

第 四 系数 a. ba 的 确定 

如 果 {2.1. 13) 中 的 因数 ulr, 六 能 适合 初始 和 条件 (2.1. 2), Bl 


u(r, 0) — "Sa, sin x —g(r) 
n=} (2. 1. 14 


uz, 05 = > sin S = p(T) 


mnz] 


WU HLSERUBISEE b BER sim m, 2—1,2,3, e RTEZ PE, 把 上 述 : 


-CRRIL sin Ext 后 , 并 把 z 从 0 3L 积分 , RAHAA a, b, 
应 适合 


al 
" -il. ex )sin Eds 


k=1,2,3, = (2.1. 15) 


oH P . km 
b. m Tal vr)sin i dz 


把 这 样 求 出 的 系数 aus be 的 表达 式 (2.1. 19) fE£ALC2. 1. 13) 58, E 
可 验证 所 得 的 (2.1. 13) AER. 1. 1)— (2. I. 3) 的 解 了 了. 

总 之 ; 经 过 上 述 四 个 步骤 后 , BERI DLSHB 2x 25 Z7 PE B E REIR] 
题 (2. 1. 1)—(2.1. 3) KA u(r, 0) 了， 为 了 保证 上 述 步 又 的 合理 
性 ， 只 要 给 出 下 述 条 性 就 是 够 了 : (1)ptz) 在 [0, 站 上 二 次 连续 可 
fi. P(x) 的 三 阶 导数 在 [0, C] EXE ELERRRS, vL, £] 上 一 
次 连续 可 微 , 闪 5) 的 二 阶 导 数 在 [0, 1 上 是 分 段 过 续 的 ，(2) (0) 
—gq(l)2g9"(0)-q"(1) —0, w(0)— (D) 0, R,  XESEIF] EU 
(2. 1. 1) —(2. 1. 3) BS ft te 46, JE ELix 7 RE HC. 1. 13) 式 表示 , HEC 
中 as b, HrC2. 1. IDAS iH. 
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v pgpiRdE (2. 1 13) 确 实 是 定 解 问题 (2. 1. 1) — (2. 1. 3) 的 解 ， 

我 们 注意 到 这 样 的 事实 : 形式 解 已 - 1. 13) 中 每 一 项 都 请 足 方 程 (3.1. 1)， 
pau FUE VEHI. 7 p, 六 满足 给 定 的 人 条件 膨 , 级 数 (2.,1.13) 可 以 逐 项 微分 二 次 
VOTI. I£DEEGRIR XnJEdEHJ T (1.130 (5 — fu 5X6 — 38e Sk Hu. — HDOR 
Hi Agam E uix, ct) EMEA 0.1.1). 此 时 初始 条 件 和 过 界 条 件 
pun GE RART. Abt Fmns, 

338 V foo REO, £1 EI dE ER ER RC, LBS mi GE, mtii 
Nr ECT PEUEST. JH HH. 

F=f (0 —0, C 2,4, =, 22] 


43 FRAG SOERA E). E RUE REA E 
fn p A, sin E 
RI RC 4; 所 构成 的 级 数 
EXCUIEN 
K-—1i 
ekak Ah A | 为 于 的 最 大 整数 部 分 . 


WEBB Ra fO fe m+1 iiaea BHEE, BDEL ftr Ge) 可 以 在 区 间 
[0, I EIFE CE LE R. pm 2 SERERE A 


forum ` n git ena 
k =1 


M m S RECHT REO 
fene Em xA ties BER. 


A URS X ££ A cParseval 等 式 


E gd tees e 


s (4,1 2 e [fiv D (o) Pareo 
WEIHE ATU Ibmo»PEDES, 
Au ti i|. FDE) sin tsi =E pe (E) sin ext | 


2 333 
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E cr fi™ (eos Eri ge 
1 Tl 


-—— Tre i Ey dga et EI Hy (foco sintra 
Eo j fo Osin Egi 


xA ah Tii Sf U Gn) f x0 Hox—i e ES ie. AnWeHERE BOR. GP 
WES 


amo yE (REY A; 
当 丈 为 但 数 时 , 同样 地 可 以 得 到 
ABT (一 全 三 ION A 
AF 


P3 | Az co 
ren 
FR EL 


md po 


E=] 


Ti HB EI TE i A, 可 以 得 到 


e EM «(x pit |As 路 (2: i) «co 


k =1 
gante. 
TI FRI 4-9 8I pa, y C S TEL Ve d a m. 级 数 


S ila, > k*] b, |* 


E-l 
3b NE SEES, — à A T 
fx EL —--3x c2, Pd mix Eck ev f iR ODE SET uu RR, PARED 
程 亡 始 条 人 忻 太 边界 条 人 忻 . 证 瞩 . 


. 35 + 
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最 后 , 我 们 还 可 以 把 所 得 到 的 解 (2.1. 13) 52 2 


u(z, £)— YAnsin tan) esin MS (2. 1. 18) 


#=ł 


Xm 


a 
Aa — a? — fai pi, ^d, = are tg; 
ti] 


1 

许多 问题 记 给 出 的 初始 条 件 不 一 定 能 满足 上 述 条 件 , 这 时 (2， 
1.16) 就 不 能 是 古典 意 疼 下 的 解 , 称 此 时 的 解 为 广义 解 . 其 至 谋 某 
种 意义 下 ， 我 们 仍然 及 用 上 述 级 数 为 同 题 的 近似 解 的 极限 情况 : 例 


, 9)- z 


如 , 将 plr), BCT) 展开 为 级 数 ， g(xr)- Dosint 


Z 取 ez) .Dp sin bE 当 


k-1 


T qux) ent 


Psi 


UE vr fee S6 Se, 把 定 解 问题 
ap DY< 0 
u(z, 0) = PaT), u,(x, 0) — CE) 
luco. i)—utl,1)—0 


BO RE unlar, E) A E In ELO ETUR, HER, talr, O BSRER fi Du uk 


A. wm, £), 

8| RO. 1.2) ez) UTO, gti, 9 (2) 0, i 
末 由 (2.1. 15) f 

a, egy) oO sin PI 


IM.) 

201. f kret’ 
三 | LUE. E , 

iN. pt! Tcos 7 


f Aur 
tx 24) cos de | 


- $4 
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E u EL sj QLAmE S 
rd (i1 —2z)sin pem sin 1 T 
A Anz 
— qus os 7 um VU cos m) 
1 81" M E 十 
MM Ed 


0, ME 2n-4-2 
b,—0, k—1,2,3, + 
所 以 由 (2.1. 132 f 1H 
8 1 (2n3-1)zat . (n+ Dat 
u(x, M7 Er do sian — 


(2. 1. 17» 


2 ANIDDMIBXM 

FruuiHjNEHUTgIREEX wopr RB (2.1. 12) 的 物理 意 交 ， 
分 析 的 方 福 是 : AEREA x. AAAA H, BREL 
了 时间 t 起 看 该 时 旭 主 让 的 形状 是 什么 ， 前 面 所 得到 的 (2.1. 12) 
SX us Cx, OBRAS EGRE, 在 这 样 的 振动 中 , 关上 每 一 固定 点 z 都 作 
形 如 


ur, $) — Asin S sin C d- 0, ) 


的 简 谐 振动 , 其 振幅 为 Asin t ,振动 频率 为 o.— 77. GENI 
率 就 是 第 个 固有 信 V 五 乘 以 4)， 显 然 , 这 频率 只 与 弦 本 身 的 性 
RAR (因为 aV 79), 而 眠 引起 振动 的 原因 无 关 ， 因 此 称 为 
BAIR, o= T 弦 所 发 出 的 最 低音 称 为 基 音 , 其 余 的 相应 


To FAEH, 蓄 所 发 出 的 音 称 为 泛音 . 
A bo TEE DLE SEA £6, 第 个 驻 波 的 波形 应 由 第 % 个 固 . 


由 035 € 
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BR EAE sin ^77. KMDR. 并 按照 


Dn 
从 (2.1. 137 我 们 这 可 以 看 出 ， 当 022 kh EA r= L E, 


全 一 二 处 ,因为 sin( 577-)— 0, Ait vala, 1) —0, DATEX E 
Ab, Zt ERE rb dco PR HH LE d, 我 们 把 纺 上 这 些 点 称 为 驻 
波 ws Cr, 芍 的 波 节 (或 节点 ); 在 点 am LL, ee POIDS, 


处 , 因为 sin( = 1, BEELBETE XR e PER ELE GER fed 


动 ， 我 们 把 纺 上 这 些 点 称 为 驻 波 ws(x, t) 93 GC SO. žir= 
1, Z, 3 时 ， 性 波 的 波形 如 图 2-1 RKR. 


n-3 
Um pe o M 


图 2-1 
AZ. uz, i). us, i), EE us x, 1), e AE SR FI RIIE HE, 它们 
的 频率 .位相 ,、 振 辐 都 各 不 相同 ，、 从 (2. 1. 13) 淖 出 ， 用 分 离 变 量 法 


a 56 * 
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得 出 的 解 (zx, 相 是 由 无 穷 多 个 驻 波 (2.1. 12) 8 mi e, 而 每 个 驻 
波 的 波形 及 频 兴 都 分 别 岂 各 自 的 固有 隔 数 与 固有 值 所 确定 .这 完 
全 符合 实际 情况 ， 因 为 人 们 在 考察 荡 的 振动 时 ， 就 发 现 了 许多 驻 
波 , 它们 县 加 又 构成 了 各 种 各 样 的 波形 , 因此 很 自然 地 会 想到 用 
Uk DE SU A bu ori n T RBS, 这 就 是 分 离 变 量 法 的 物理 背景 . 
Bt UA Zr dn UB EUCH ep UB 29 UR NC, 


3 试探 法 

BUE 3 1| Dp di 58M JU 2 HRMS EE gri. BTANA E 
E Me zip o Dra aeg s AG f JEDER. JESUS bd ERBUDLES UE 
定义 在 Vrsi ERAR, 并 且 在 区 间 的 端点 上 均 为 零 . 所 以 我 们 
可 以 将 uce, 让 展开 为 付 里 叶 级 数 


ua, £)= S YT Co) sin 72 (2.1. 18) 


其 中 展开 系数 Tn 四 应 是 时 刻 的 靖 数 ， 由 于 (2.1. 18) 是 代表 豆 
振动 状态 的 ,所 以 它 必须 适合 (2.1. 1), Bn 


5 UP) ( Ps ) T.CO)]sin 二 一 曲 


由 此 便 得 出 (2. 18) 中 的 付 里 叶 系 数 应 适合 徽 分 方程 


EE z 
t+( 2 ) T,(1)-0 (2. 1. 19) 
455 HL C2. 1. 5)24 A— n^ n* a^ / P SE 4e dB 80, 故 其 解 为 
TCi =a tos me b, sin red (2.1. 1D 


X 03 79 C2. L 18) 应 适合 初始 荣 件 (2. 1. 2), 所 以 


q(z)-u(z,0)- S YT,(Q) sin T7 


如 一 二 


* 37 c 
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yr) —u,(z, 0) = T. (0) sin 2 (2. 1. 20) 


71-1 


于 是 T.C), TCO Pg 2r BE er), e CM RE SERE RC, 即 


T0) e, 一 于 p(z)sin 272 de 
心 


(2, 1, 21) 


T,(0)— pan = il. yr)sin de 


以 (2.1. 21) 即 可 定 出 (2.1. 11) rh E Pe aa = pus ba — — ha, 


na 
它 与 (2. 1. 15) 562268 — fI. 
由 此 可 见 , 如 果 一 开始 就 把 解 写成 为 (2. 1. 18) 的 形式 , ARE 
解 问题 的 变 求 去 确定 T.C). HER EOS LIH t RR M o foie. 它 还 
与 分 离 变量 落 所 得 出 的 结果 完全 一 致 ， 我 们 把 这 种 求解 方法 称 为 
试探 法 .需要 注意 的 是 形式 (2. 1, 18) 已 .经 适合 边界 条 件 {2.1. 3) 
T. 


92-2 有 界 杆 的 热传导 方程 ”点 源 函数 

在 讨论 热传导 方程 的 浊 合 问题 求解 时 ， 如 果 所 到 的 边界 条 件 
全 是 第 一 类 的 , 当 使 用 分 离 变量 法 时 , 它 与 2-1 所 运用 过 的 求解 
方法 完全 相 类 似 ， 这 里 就 不 再 重复 了 ， 如 果 所 取 的 边界 条 件 其 一 
端点 上 是 第 一 类 的 ， 另 一 端点 上 是 第 二 燃 的 ， 当 使 用 分 离 变 量 法 
Fb, HOXEGROHPRURIZBUE S $ 2-1 所 运用 过 的 求解 方法 也 是 一 致 的 ， 
但 在 固有 值 河 题 上 就 有 所 不 同 了 .现在 就 来 讨论 后 一 种 情况 下 热 
传导 方程 的 求解 问题 . - 


1 齐 次 边界 条 件 的 热传导 


ix fi EXE U89, 均 与 的 , 内 部 无 热源 的 热传导 杆 ， 其 表面 绝 
热 ， 此 时 很 据 $ 1-1 的 讨论 ,应 有 齐 次 热传导 方针 


» * 
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Wd O-rcHdio0ct (2. 2. 15 
记 时 假设 村 的 初始 温度 分 布 为 
ut{r, 0) 一 elr) (2. 2. 2) 
TT 19 P3 Hj 21V EREA 
u(0, £)—0, tll, 1) 0 (2.2.3) 


其 中 plr) me, 
现在 我 们 就 按 分 离 变 量 话 的 步骤 来 求 出 定 解 问题 (2.2. 1) — 
(2. 2.3) f] S. | 
Eo RE XG) TOD Bride Boo 0 2 75 FR 
没 解 的 形式 
u(z, t) — X(x)- T) (3. 2. 4) 
这 里 XO) dE xg, TOADER CIE. 把 (2.2. 4) 代 
人 (2.2. 1) m. 就 得 出 
XT) TE) = X"(r)-TCO) 
T'(t) X'(z) 


aT) XQ) 
这 式 的 左 端 是 变量 主 的 国 数 , URS E x BIER, UBER m 5j 0E 
EELE, 因此 , 等 式 要 成 立 必 须 同时 为 常数 我们 取 关 个 间 数 
为 一 沪 于 是 就 得 出 TO) 5; XGOPOÉ f VAT I 2 TE 
T'(t)-F Aa T(t)—0 (2.9. 5) 
OX'(r) -AX(2)—0 (2. 2. 6) 
To SB EEE. kih AA E ES BUÉEER 
29 TZ. 2.4) WEA RF uCO, £0) — X (0) T(2) —0 S 
u,CL 1) - X'(1) TG —0, K TOREA E, 所 以 
X(0)—X'(1)—-0 (2.9. 7) 
T RGRÉEBIEEC. 2. 1) Ej (2. 2. 3) 就 变 成 为 求解 边 值 问题 


+ 39 和 
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X'"(r)yrAX(r)—O 
MR 
与 常 微分 方程 (2. 2. 5) 了 了 . 
xa fé insi (2. 2.8) 本 质 卡 是 一 个 固有 值 问题 ， 我 们 仿 卜 $2- 
中 关于 固有 值 问 题 (2.1. 8) 的 讨论 ， 就 得 出 A 0n XG»— 
C sins Az, 由 于 —X'(1)—0, HH cosy A120, BI, MALI 


(2. 2. 8) 


-Eni eT) z, 亦 即 
„I 

e n—0, 1, 2, ... (2. 2. 9) 

TH Pz ÁS EL ER Ae 

EST 
X Qr) C. sin | nece 1, 2, TA (3.9, 195 
将 (2. 2. 9) 中 所 得 出 的 和 一 (2 223] miL (EA Q2. 8)ib, R 
出 通 解 为 
Ge 

Tali) = Ane [ " ] ,5—0, 1, 2, is (2.2. 11) 


于 是 由 (2, 2. 4) 881 
J e (no ez 
um d 
n—0,1,2, -- (2.2. 12) 
XrhasRETEXEENES IX HB uu XE 0.2.1). ROI IG: 
(2.2. 35, 下 面 立 肇 可 看 出 , SUCH REBR ACER XX JE, 便 可 以 适 
合 初 始 条 件 (2. 2.2) T, 


E ous i 5 
- 4 c 


Unit, D) — X, T.) ae 
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上 述 求 出 的 (2. 2. 12) 是 适合 方程 (2, 2. 1) Am Se REC. 2. 
3), 它们 未 必 就 能 适合 初始 条 件 (2, 2. 2), 即 当 #1=0 时 , us (n, 6) 未 
必 就 能 等 于 p(T)， 但 是 按 翅 加 原理 ; 如 果 级 数 


nt nc za]? 一 -一 
u(xr,t1)-— Sase lE 2 I : Ns ad (2. 2. 13) 
n-1 


24 m, £72 0 是 收 化 的, 设 和 国 数 为 ur, £0, 3 EDGE r, £ 还 二 次 逐 项 
可 徽 的 ， 那 末 就 可 验证 w(x, 0) 必 能 适合 热传导 方程 (2. 2. 1 和 边 
界 条 件 (2. 2.3)。 同时, 如 果 价 当地 选择 系数 er， 就 有 可 能 适合 初 
ih dk bp C2. 2. 2), 

AEQ 系数 a. 确定 

ndi (2. 2. 13) rn Ba ERE vC, DREE Or EU t AR PE C2. 2.2), Bg 


"i E TZ 
u(z, 0)— T» lassin = (x) (2. 2. 14) 
i A-0 


(del 


—— m 7 y 5 0,1,2,-, B3 1E 2€ 


1 
(+ 去 


TE 
C I" a 并 把 x 从 0 3| PIRA, 就 得 出 


fk. $82 EGCGÉLA sin 
系数 qi 应 适合 


(5+ 于 jz 
peg dr, k=0,1,2, 


1 


üp = 了 | Qf) sin 

(2. 2, 15) 

把 这 样 求 出 的 系数 a, EERO. 2. 15) 4£A(2. 2.13) 56, ELE gk 

可 验证 所 得 出 的 (2. 2. 13) HEA. (2.2. 1)—(2.2. 3). 的 
NT. 


TED 
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总 之 ， 经 过 上 述 四 个 步骤 后 ， 诚 可 得 出 热传导 方程 定 解 问题 
(2.2.1)—(2.2. DRET. 为 了 保证 .上 述 步 肥 的 合理 性 ， 只 可 给 
H PERAE T: (1) WE p(x) 在 [0, EEZ, EUR 2 BE 
续 的 导数 , (2) qe(0)— e'(D) — 0, 那 末 定 解 和 问题 (2. 2.1) 一 (2. 2. 3) 

”的 解 存 在 ， 并且 这 个 解 可 用 (2,. 2,13) 式 表示 ， 其 中 ar 由 (2. 2. 15) 
式 确定 . 

直面 验证 狼 数 42. 2, 13) 式 确实 是 定 解 问题 (2. 2. 1 — (2. 2, 3) 9 f. 

我 们 注意 到 这 样 的 事实 ; 形式 解 (2. 2. 13) 中 每 一 项 都 满足 方程 (2. 2. 1)， 
HIER EIEN. 当 台 谐 足 给 定 条 件 时 , 级 数 (2. 2, 13) 8T ELE RON o 1 — X. 
对 二 微分 一 次 就 行 了 ， 也 就 是 说 , ADELEMDT (2.2.13) x BLEU, X i 
积分 一 庶 后 仍 是 -- 致 收 就 的 ， 那 末 由 它 表示 的 黄 数 (tf， 有 但 一 定 满足 方程 
(2.2. D, HER E GA TETCXLSE AR PESE Ba eg PAS T. 


IBI eG TETO, 11 上 连续 ,由 有 分 段 连续 的 导数 , 可 知 级 数 Los | cie 
TON 由 不 等 式 


a|, OslxxU £20 


ar Ad ug &nfR Ye (2. 2. 13) 2j Oscars E, 1250 Bp AE S08 — $E UE or y. Mean E (2. 2. 
13) f£ Saci, £220 于 确定 了 一 个 连续 国 数 uz, 0, 

我 们 证 朋 . 对 于 任意 的 $790, 当 Oscars, (26 时 , (2.2.13) 式 逐 项 求 时 
后 的 级 好 


TA due ) ER (n- Dos 
^ i 


gt 
1 adya? 

aia (n3) : co .1 (nya 

Aut aW Je in — 


- 42 + 
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iie) cM, FE 


(de 


lai - | [E e s 一 


pr db. c4 (E BT, 


"s 。 poer 
| Bun! ay Keze) [s ; 
e came ds 


2i | B 
] z [nidos 2 
十 一 |x d tuc pos 
(Cd, -E ( : | 
I 
Fil EET RE 9i 790 PE 2 A T CER 32480 2848 CHO 28 ERU E C 


xp 


LEN 


HRA RIS RHEN a a Eat. 出 此 可 知 、 当 Osea, fI, HR 


d£| 2M 


m] 


aiu, 
dz* 


3 Do 由 于 + 的 任意 性 ， 可 知 当 Ox, 


LEE 


(>O 时 , 级 数 EX S2 ts gp 致 收 化 的 ， 这 就 证 明了 (2. 2. 13) 对 


t=] n=ù 


sa IR A t Aa at E Ba. duri. 


如 时 将 得 出 的 系数 es 的 表达 式 {(2.2. 15) 代 人 解 的 表达 式 {2. 
2.13) 中 , 由 此 便 得 出 


l 
(iode n Mm 
u(x, £) = X e [eu 


- r i (n | 一- TE 一 (n-1) ra d 
m anas EM, sje L Ó ] . 


A zl- 


* ain 


- di e 
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-([23: EET. (rr) 


dien: i 
"P 
n UT as 
=È Gle, 6, PDE (2. 2.16) 
其 中 
1 
GG, £, 0) = TE Jeep. (e y 

etz (2. 2. 17) 


i 


例 1:(2.2.2) th g(z) — ez(I — x)? JI*, 则 由 (2.2. 15)5& 
得 出 
1 
eslir)? . (nos 


ù 13 sn 


(n 3)ns 
=, (Ux—21z + r’) sinf dz 


k 
E Eta) ; 
2c 


ERIT cosAL— FE zsinat A 


gr cji QAM eos AL — 6sin Al -FAALD 


. d4 。 
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:斯 以 由 (2.2. 137 式 得 出 
EH n+ Gu posee 


Za (Qe 
- NOR 


è 


p.o 


"E 


2 muda 
M. (2.2 116) 起 我 们 可 以 看 出 ， 当 村 上 的 瞬时 初始 温 认 分布 
O25 p A Bige BR AP L0, PP ESUTEXEER 6 Abp E R 
[E rf RAE 3 (2,2.16) 表达 出 来 ， 其 中 国 数 GC, é Dgr 
ARRA, 有 上 时 亦 称 为 用 时 点 热源 的 温度 影响 国 数 ， 75 Y i r e 
了 解 这 一 束 实 , gk des Cam UE EH. 
EBORE OPES E ede De (0, 2) S0; uC, 2)—0, F 
i fx E=0 E rsi "guae, ot e) EFESE 
在 这 个 小 区 辣 外 仍 无 热量 的 变化 ， 因 此 在 这 区 
池内 部 由 于 丰 出 热量 日记 引起 的 温度 变化 9,05) 可 视 为 正 值 的 连 
£x nPIU ERE, WIDMER RAA 


op| p D= (2. 2. 18) 


其 中 p ROFÉSERAEHE, c 是 杆 的 
比 热 . 于 号 在 这 样 的 情况 下 , 热量 
传播 过 程 应 由 


s Gs 0 m | GG, E, De. (d£ (2. 9. 19) 
ZANET. | 
由 了 于 £0 Bf GG, £, ong Sk Hn (2. 2. 18)， 并 对 图 定 的 z, 

t, 利用 微分 中 值 定 埋 后 , 则 得 出 


"^ 45 * 
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u G0 7 [8.6 Do (Dd GG E 0 "v cat 
GG, E* D 


HF Eo ecit Ete 46-0, PEXK GO, £, E) XT £ (EE: 
PE, 则 得 出 


limit, (z, £) = © G(z, £y, E) 
roc ep 


SEIL Cr 3 kr 
29 S2, 
cp T I" ł 
了 

(a )s& (2. 2. 20): 

MEINE MK 
如 果 热 量 Q—co, 那 未 

limt, (z, D — Gir, 54, 0) (2. 2. 21) 


i (2. 2.2) vr XI REDLTEIB, E E Gir, £o, D Korg t—0 时 让 
E FC, Dp ii £o bum o conl r sce B 
布 ， 换血 话说, REX G Cr, £o D SE AordE 6-0, BE TE T AF x— 
£. 点 处 强度 为 Q—cp MRAR S ESSE dE Ad. XX 
是 函数 GC, E, 8) PR D ER ER CIT PE pit Pp 

类 似 82-1 中 第 三 段 , "TIBIA AREE OR AI AAA DH 


(a (je "D. 
f&)sin 一 一 一 一 一 7 的 级 数 , Huiz, p- Erosin 277 


-PF EAA (2.2.1), (2.2.2), 3RWIfRHAE A AX (2.2. 
16). 
^ 46 
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$2-3 圆 形 域 上 的 拉 普 拉 斯 方程 
1 贺 形 域 上 的 拉 普 拉 斯 方程 


我 们 求解 这 样 的 拉 普 拉 斯 方程 的 定 解 问题 ，w(%, 级 在 半径 为 
"的 贺 坡 内 适合 拉 普 拉 斯 方程 
Mu Hrs t r= 0, Gr, y) € x^ -E y^ n (23.3.1) 
ERARE S IR TE 
ul,.,—fQ),(C—m0«mn),f(—a)-—fCGr) (2.3.2) 
Mop 09 RRA ARREA, SOR 
C, AER $i, 
利用 分 离 变 其 法 求解 定 解 问 
8H (2. 3.1), (2. 3. 2) fk, FHR AS 
bs Co, 60 REGARDO SETTE 
较为 方便 。 为 此 令 
r= pcosfB,9g— Dasin (2.3.3) 
Jia $2 (2. 3. 1 化 为 极 坐 标 形式 
Au 上 .3 du 1 Fu Fu 1 æ ,12u 


p 9p. so/ po Bp p dp p) 


Jem 4 E C2. 3. 2) 恒 成 为 
u(r,0) —- f(6), (— n6 n), f(—n)—f(n) (2.3.5) 
其 中 foe kn EE, FERAS BERE RE DEG REIRIASE CZ. 3. 4), 
(2. 3.5), FL BE2EUR ART: 
第 一 RH RG) 'a PORRER Do 27 EE 
REPERA 
uCp, 0) - RC) (0) (2. 3. 6) 
xk H.E Co) Je & o fori, C0) Dye f 0 HAR, BERA 
» fF a 
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3. 4) h, 就 得 出 

ËR, p 4R — 1 4 

R do R dop d dh 
ERT TES o AAR, oe xn de € 0 AA. EE o 5 0 屋 - 
dkypXC ORE. H, 3E ERARA E, RTIRATA 33623 
A TERN RCo) 5 isa dd 


A P| 160) = (2.3.7) 


PA PAS AR-O (2.8.8) 

第 二 人 

我 们 讨论 方程 (2.3.7) 与 人 2. 3.8) 的 解 : 

1” 邵 果 A— 0. JE 3E (2: 8. DEORA (0) — A8 cB, iX AE 
与 B 是 任意 常数 ; (2. 3. DRAR) — CI» p D, aX HEC I D 
也 是 任意 常数 ,于 是 由 (2. 3.6) 得 出 

u(p, 8) - R(p) (0) — (Clnp-- D) CA6- B) 

应 适合 方程 (2.3. 0. Do —8t mw RERA u(o, 0) I C 
的 , PEEL SE suo, ORZ 1.0 (0) ) 是 0 的 周期 国 数 , Mulo, 03-2 
—u( p, 8), s (8. Za) —D(0), 从 而 A=0, 55BRNpocORBL A 
u( p, 0)452 EHRE, 从 而 C-0, v. 由 此 得 出 

uo Cp, 0) — HR (2. 3.9) 
应 为 (2. 3.4) 的 和解 ， 这 一 事实 直接 从 方程 (2. 3. 4) 看 一 下 也 是 十 分 
"HH i Bj. 

2? pi 4«0, Qi 7; E (2. 3. 7) i DRA C0) 一 dehas” — 49 
十 Bsh 一 49, XX 8 AS BEEF EX, BD ce (0) STRE 
是 周期 函数 , 所 以 就 不 可 能 使 得 Co, ORIRE. DE. ATI 
RE fA. 

3° dp A20, 4 A=, 那 末 方程 (2. 3.7) 的 通 解 为 
s 48 » 
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D D = Acos md Bsinc8 . 
X HIA E BEIDE. BFE- RIDERS wCol80) 是 单 值 
ERR. RER u(o, 人 的， 或 者 说 O00) E09 ha Wl ABER. H 
ulo, 07-22) —u(o, 0), w (0-- 2x) —4(0), Jii o RENS 
数值 % 才 有 可 能 ， LLA $602. 3. 70 IPEA. EE 23 


a In = 4 =R, (a= 1, 2,8, +) (2. 3. 10) 
iX HB on HUGE Sx REHA hie y 3938 E, 相应 的 解 应 为 
Q,(0) — Au cosnO-- B.sinnÜ, (n—1,2,3, -) (2. 3. 11} 
式 (2. 3. 10) 中 的 ~ 如 称 为 国有 值 , (2. 3.11) 中 的 Bn(9) 就 是 与 vA， 
HEE Fs E A ERE R. 
将 (2.3. 10) 式 中 的 A,— w^ RA (2. 3.8) 中 ,得 出 欧 拉 (Euler) 
方程 
EE tp ST nR =0 .9.3.12) 


4 p-e', Wk B (620775 -r RC) —0 9， 其 通 解 为 RG)- 


C£ e"! + Die ™, yrs] PTS 1H C2. 3. 12) 的 解 应 为 
RD 一 Opa 十 万 ,pa (71, 2,3, =) (2. 3.13) 
T B CO. 3. 的 得 出 
unlo, 6) — (C, p" D,0 ") (A, cosnB + B, sina), 
本 (2. 3. 14) 
尽 方 程 (2.3. 只 的 单 值 解 汉 数 ， 另 外 , 当 p=0 etA Co, 的 必须 是 
4i BG. 从 而 六 -0, 由 此 便 得 出 


: R K : d t 
O giidi A Tx (iE d) iLi L, BARON 


dp ds dp do dp de po da p 
: dA i ZR i dË 1 TR * 
- 2. nS ME um a NS mes T M cuts am NE MES = OUT yi 
Bp guis. e Js $i a» p te, mL Ria) da ^ RC 
“=i 


= d a. 
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us( p, 0) = p"(a,cosnÜ-- b sinnt), (n—1,2,3, ++) 
(2. 3. 15) 

是 方程 42. 3. 4) 89 38 (5, 日 在 o — 0 时 是 有 限 的 解 笛 数 , Horas 
C,À, pv 一 Co 旦 是 任意 常数 ， 下 面 立 划 可 看 到 它们 在 构成 所 要 求 
的 解 中 起 十 分 重要 的 作用 . 

第 三 aokp 80), u. (o, 由 的 合 加 

上 述 求 出 的 (2. 3. 9), (9. 3. 15y 都 是 方程 (3. 3. 4) 的 解 , 它们 未 
J^ EHE I Cr XJ P ARTE C2. 3. 0), BL 94 o— r WT, 这 些 us, us 未必 能 等 
TOL. 但 是 按照 又 加 性 原理 , 如 果 级 数 


MC, P= D (ancosr0 + bassinn po" (2. 3. 16) 
对 任何 o, 90 pr, — n9 2)JETE 2T), Vc THER Peu Co, 0), 
并 且 对 0,9 二 次 逐 项 可 微 的 , Wer rub eCo, 0 4A BER Or WE SIS BN 
Bd PHI ER(.3.4). Bbh ulo, DE 8 B5 EUER x. AAA 
2z, BE uCp, 9) ER IBER E, X4 0—0 Bp, uCo, DAA RRE 
十 分 明 录 的 。 同 时， 如 办 恰当 的 选择 系数 o I3 bu, XR Uf REGE 
(o, DEAA RHC. 3. 5). 
第 四 ”系数 ar 与 5, 的 确定 
如 果 (2. 3. 16) 中 的 函数 su Co, 的 能 适合 边界 条 件 (2. 2. 50, Bp 


ulr, DEUS. E E (2. 3. 17) 
35 o FUECRU FR SUE] RAR 
l, cosÜ, sind, cos20, sin 20, =+, cosnÜ, sinn, = 
的 正 交 性 ， 把 (2. 3. 17) 3 RLA cos kÜ 与 sinkO 后 ， 并 把 日 从 
一 x EE E Tr 


= 50 >» 
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"M =l T(R) cosk0Od0, (k —0,1,2, =) 


T J 


Ha (2. 3. 18) 
b,— sub 05) sin kd, (K— 1,2, -«) 
BEHEGX Fé HL BS 38 aus 本 的 表达 式 (2.3. 18) 代 入 (2.3. 16) fer, 就 
可 验证 这 样 得 出 的 4(p, 的 必 为 定 解 问题 (2. 3. 4), (2.8. 50 的 解 ， 
总 之 ; 当 我 们 经 过 了 上 述 四 个 步 电 之 后 , 就 可 得 出 拉 普 按 斯 方 
程 定 解 问题 (2. 3. 4)、(2, 3.5) 的 音信 的 ， 在 p 一 4 时 为 有 限 的 解 
u(p,0) l. ATER ExRZEUR GET c EBQE, REA HAT d 
IE PF: JOEL- ar, a] 上 连续 且 具 有 分 段 连续 的 一 阶 导 数 ， 
还 是 周期 2e 的 周期 国 数 , 把 (2. 3.18) 式 代入 (2. 3.17) 式 中 ， 得 出 
H3 uCp, 904539 (2. 3. 4), (2. 3. D fli b, 


证 归 PU X EAOL3S.18) 3G A(. 3.16) ip, Bri poa Scd Te 
por WE Bari E ebi CR E BEERA E C 3. GNU 
f. HO.3. IBAIA (2 83. 16) Arh HB 


utp, 0-5 0G t" (a,cosnD + B, sinnÜ) (2. 3.16) 


"n-—i 


其 中 ae, an, Pa dB: 
PE RE x fO cosn6d8, B, -- f (£) sinnfd0 
£x, (=i, 2, 3, am, 


AFEERI 42 H3 655 (2. 3. 16,9 04 £L HF RI EL ETE BA, 令 
u, = i" (a, cosnÜ-- B, sinn) 
ipi die w, p P) e =i, DR T: 


Arua 


— {rpt S i BE 
2j: 一 i" | a, cos(n8-- k7- -- B, sin CEL] 


UELLE LI Ls ior DES ID Td badob$ Ell P Mm 
ERR PF ARIE E InD.7604) RnBUE Apc E [op 
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由 此 得 出 估计 式 邵 下 : 


uDinnt2Af 


Ign, ! 
EZ 
AcpM do Gn B, Bude E AU. npe. | «M, [B] <M, STH 


IE d tastte], a peil, 级 数 


Dirnt ijan| + [En D EM. ttnt, (e—1, 2) 


H=] t=] 
k— suck. Mom ES E (2. 3. 160. AEEA pr BUS [ES ARE 
ARZEN. FOEIUBSJr8k, WEHR (2.3.16) REE £228 
pa<y HAUATA oE AENM, AF po ERT, AR 
$a. 3.150 dE B Coszr) EE- ARTA o. 0 — Dc xL. AF 
(2. 3, 16, JA I9 E — FOLE PR A C2. 3. 40, 所 以 12. 3. 160 3X ddl i (2. 3. 4), 
E fiim, eps FOD TELE OS HE OIEER COE Bp rc E PEE 


S las | + iEn) ee 
n=1 


| iar, MAM (El HEX. 
| 47a, cosnd | zz[a, |. E27 B, sinn? a] B. 
所 以 级 数 (2. 3. 15, 28 £1 时 是 -一 致 收 化 的 , Jo d (2.3. 160 Bre E ER A 
u(p, B) TERI ogr EREE, 4 o—r EN ilit, (2.3. 16, 08 09 (2. 3. 
17) 式 , 9 AEQ. 3. 172 48 dil IE, IEE, 


值得 在 些 提 一 下 , 求解 国有 值 问 题 时 , 固有 情 和 固有 函数 是 模 
据 解 uCo, 出 的 单 值 性 所 确定 和 的， 它 不 是 由 冉 么 边界 条 件 去 确定 ， 
这 和 以 往 确定 固有 值 及 其 固有 户 数 的 方 洁 不 同 ， 须 雯 31 起 我 们 
注意 . 

类 们 52-1 中 第 三 段 , 可 用 试探 莫 求 解 , 即 把 解 展 开 成 国有 医 
S G5 1, cos6, sinf, -*- costiB, siunB, -Hha 加 


up, b) = (anlo) cosnÜ-- b, Cg) sinn) 


n= 


e 52 c 


振动 论坛 , http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 


再 令 它 适 台 (2. 8.4), (2. 3.5), 还 可 得 出 解 的 表达 式 (2. 3. 18), 


2 泊 松 公式 


如 果 将 系数 qs, b. 的 表达 式 (2. 3.18) 代 入 (2. 3.16) 中 ， 并 交 
换 求 和 与 积分 次 序 后 , 那 末 得 出 


ulo, 9) = 三 | TEP) ED cosl —q) (&) lap 
o a 


(2. 3.19) 
HEBES Ar: [CIRDBT, 


la b» cosn (B — o) p-lq4lw [g!n(970)-p gc inte etg 


ml 35-1 


de 2 [eitt -e te em] | 


1 taito Ee 
i 
m 1— t£? 
21—23tcos(0—9) + £ 
(2. 3. 20) 
HR =f D, 36 (2. 3. 207 代 人 (2. 3. 19) 式 ， 则 得 出 
uCp, 0-3-|. fep) pi—Àrpcos (0— 2) 5257 
(2.3.21) 


ARCO. 3. 21) 称 为 泊 松 公式 , RU TERA (2. 3. 4), (2. 3. 5) 
的 单 值 的 , 在 p= 二 0 处 为 有 限 的 解 的 积分 表达 式 . 
总 结 前 面 三 节 的 讨论 , 把 分 高 变量 法 的 主要 浴 申 归结 如 下 : 
第 一 ”将 偏 微分 方程 定 解 问题 通过 分 离 变 量 法 转化 为 当 微 分 
a 53 « 
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方程 的 边 值 问题 . 

第 二 “” 解 因 有 值 问题 ， 求 出 固有 值 与 固有 函数 ， 与 此 同时 再 
Bedv m. 

W=  qBi83085f e dacK HR 7D uu. PETECU TEES BD 
任意 常数 的 无 穷 级 数 一 一 付 里 中 级 数 ， 

第 四 ”利用 付 里 叶 级 数 法 , 定 得 任意 常数 为 付 里 叶 系 数 . 


$2-4 有 界 均 匀 弦 的 强 追 振动 方程 ,试探 解 法 
1 端点 固定 的 强迫 振动 
这 节 里 我 们 惨 讨 论 两 端点 固定 的 强迫 振动 落 的 定 解 问题 


Wu fr, 6) Or Dt | (3. 4. 1) 

u(r,0)—q(z),u,(z, 0) = per) | (2. 4. 2) 

"s t) —0,u(l, £)—0 (2. 4. 3) 
其 中 e(x)5 s()3929 0 Ani B, of Ge, £2 RREAN RP 
力 , p 足 弦 的 线性 密度 . 


现在 求 出 定 解 问题 (2. 4. 1) — (2. 4.3) 的 解 . 若 把 方程 (2. 4.1) 
与 (2, 41) 比较 一 下 , 可 以 看 出 它们 之 间 所 不 同 的 只 有 一 个 自由 项 
fG, ,于 基 我 们 可 以 设想 ， 强迫 振动 的 定 解 问 题 与 $2-1 中 自由 
振动 的 定 解 问题 之 解 , 在 构造 的 形式 上 会 不 会 有 基 种 联系 呢 ? 回 忆 
一 下 ,在 常 微分 方程 里 , 齐 次 与 非 齐 次 方程 的 解 之 间 是 相互 有 联系 
的 ,这 是 天 家 所 熟悉 的 . 因此 可 以 推 息 一 下 , 势必 (2.1.1) 与 (2, 4. 
1 的 解 在 构造 形式 方面 也 会 存在 着 某 种 联系 .事实 上 ， 下 面 就 可 
以 看 到 这 种 设想 是 成 基 的 ， 

在 8 2-1 ch, 我 们 令 ulr, £2) — XCr)TCO,. Bir BERE Ed 
4 (2. 1. 1) gj u(z, t€). 转化 为 两 个 常 微分 方程 (2. 1. 0) 与 (2.1. 6), 
可 是 此 法 对 (2. 4. 1》 就 不 可 能 了 然而 前 节 中 把 定 解 问题 的 解 写 
"54 c 
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"b Xd dE RS Im. 即 


u(2, t) = DOTEA CE) (2.4.4) 


BAS ep X.) TO 的 基本 思想 仍然 是 十 分 成 功 
的 ， 在 此 把 这 种 求解 方法 称 为 试探 法 ， 这 与 8 2-1 中 的 提 法 完全 
一 样 .现在 来 说 明 利 用 这 种 基本 思想 解决 定 解 问题 (2. 4. 1) — Q2. 
4. D By E PEU. 

第 一 ”函数 区.(z) 的 确定 

设 互 (z) 适 合 边界 条 件 , 即 X,() 地 ,(7) =0， 这 样 就 有 可 
能 使 委 加 起 来 的 解 x(zx, OAC. 4. 4 也 适合 边界 条 件 (2. 4.3). 另 
外 ， 如 再 把 t ARIRE, MRO 4.4) 可 以 看 成 为 wz, 04 
{六 ,(z)》 的 付 里 叶 级 数 展开 式 ， 其 中 TC) 是 付 里 叶 展 开 系数 . 
由 $2-1 中 讨论 我 们 已 经 知道 ， 与 (0.4.1). 相应 的 自由 振动 方程 
(2.1. D, 在 边界 条 件 (3.1.3) 下 经 分 离 变 量 法 后 , 得 出 固有 值 问题 

X"(z)--AX(z)—0,X(0)— X(0) :—-0 


的 解 为 一 串 国 数 : X, —c,sin D 2—1,2,3, trt. 由 它们 确实 


能 蚁 构造 出 付 里 时 级 数 , 其 中 Tat) 就 是 付 里 叶 系 数 , 恰当 地 定 出 
后 , 即 要 求 适 合 初始 条 件 (2. 1. 2)， 就 得 出 解 来 。 因此， 我 们 就 取 
(2. 4. 4) 中 的 


X,(z) 一 sin 77, 221,2, 3, + 
这 里 , 去 掉 常 数 cv 并 不 影响 问题 的 本 质 . 
第 二 ERU T,(t) 的 确定 
从 第 一 的 分 析 , 4E MBLUE 


u(z,t1)— SITAE )sin 全 (2. 4. 5) 


h=} i 


+* E 
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显然 (2. 4 5 适 台 边界 条 件 (2, 4. 3), 现 进一步 要 求 (2. 312-5. 
f2(02.4. DEMARIO. 4.2)， 汇 上 比 ， 我 们 把 商 数 f(z, t), pler) 


与 %(z) 也 按 三 角 函 数 系 sin 7E (na= 1 2, 3,…) 展 开 成 为 付 里 
IET | 


fC, t) — DFC) stn se 


wel 
f(t)= S FE D sintag (2.4.6) 
P= Ponsin T, 
v. | Osin naig | (2. 4. 7) 


| i $G) 一 Dl pesin 一 


tej 


ve T [ PD sin rag (2. 4. 8) 
EE 


Jg Br BRI BO C2. 4. 5) & (2. 4.6) 代 人 方程 42.4. 1) Py 则 得 出 


Zao T,(2)— f. CE) | sin? 72 —0 


由 此 (2.4.5) 中 的 付 里 叶 系 数 许 适合 


PADIT | TAE) falt), n=1,2,3, e (2.4.9) 


其 胃 把 (2. 4.5)，(2.4.7) 与 (2.4.8) 代 入 初始 条 件 (2. 4.2) 中 ， 同 
样 ,得 出 


T,(0) = Ons T,(0) — Pn n—1,2,3,- (2. 4. 10) 
因此 , 如 能 求 出 常 微分 方程 (2. 4.9) 适 台 初 始 条 件 (2. 4.10) 的 
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fg T.OL), 再 把 它 代入 (2.4.5) 中 均 ， 容 易 验 证 这 样 的 ur, 她 号 是 
定 解 问题 (2. 4,1) 一 (2.4,3) 的 解 . 

(2. 4. 引 是 二 阶 线性 常 系数 微分 方程 , 按照 常 微分 方程 的 解法 
[附录 D], 可 浇 得 (2. 4.9) 与 (2.4.10) 的 解 为 


T(t) = {acos t E et. Pasin 


mN 
nd i 


uA in47*( —r)dr (2.4.11) 


n=1,2, 3, = 
38 (2. 4, 11) E AL (2. 4. 5) ha £8 Hn B E 


"s l t). ns 
u(z,t)— >, Is cos TM 十 L Pasin Et) sin 47. 
tej 2 


Dhf fa{r)sin m p de sin a 


=u ror. t) atio E) (2. 4.12) 
其 中 
ug = Xie LLL LN i sin amat] . PET 
' 3 n l nra i i i 


(2. 4. 13) 


uto, t) — CL 了 | fs CT) sin r (一 Der| sint 
(2. 4. 133) 
总 之 , 经 过 上 述 两 个 未 又 后 , 可 得 出 定 解 问题 (2., 4. 1) —(2. 4. 
3) 的 解 u(r, 让 的 表达 式 。 要 相信 这 一 事实 的 正确 性 ， 只 需要 将 


(2. 4. 122) C Ar IE ib FH ET 
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值得 提醒 一 下 , 这 个 方法 成 功 的 关键: EARR sitan 


《3 二 1 2, 8, OBS 3X Fe, CEEX R BOE REALE AR (6 (2.4.3); 二 
AE HIE TRUPCE))(8— 1,2, 3, 0 9 46 PHA E. (51302. 4. 5) ith 
u(z, DESAN EE (2. 4.1) 又 适合 初始 条 件 (2, 4. 2), 


B) Uf t)——9,9 是 正 的 充分 小 的 常数 , p (x) aia) 
CM ERRO, VGL) =0, Sl C2. 4.6) —(2. 4. 8) 可 得 出 


I ' 
č ü i Qu T i m 


-32 ((—19-n 
H 


m ü--2, 4, 5, FA 


2 ; 9s LL 
Pa = j -iE 


=- rD") 
8r 
E ee 
0, n— 8, 4, 6, = 
.—0, R= l, 2, 3, --- 
从 而 由 (2. 4. 9), (2. 4. 10) & tH 
: acc 228 rp Te 
PaE r9 20 (1-9 


NET gm 
T«(0)— 3 M üu-t 1) t 3 
T.(0)-—0 


的 解 ( 或 直接 利用 公式 (2. 4. 110) 
^58 
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2i” £o, EAST T” Prat 
MOL CE - (—1)"} eo 
-— {1—(—1)") 


于 是 将 上 述 所 得 出 的 TT.( 引 代入 C2.4.5) 后 ， 则 得 出 纺 振 动 状态 为 
a 1 
u(a, 1) a 24a D 
2 g 《2 和 8 十 1 有 g |. (2n-- 1 区区 
[Gre RE NES ^ NES 
"uz n[ RRA 8489 9) 8h d fF FRA BEER Bc ER s 


ux Ded d 
: "uae (2n -:- 1)? 


S, TT jaat (2n tD mx 


BUS ORE AR FEIER TEA] T3 893808 Vos Das 
ID o dlg Z 1 
dE aia! 22i» i 


[175 o CE | sin pint Das 
i 


之 和 , ifr EL SX PAURA IHR SEE a e 6 e R R AETR Eo 


2 其 他 定 解 问题 
用 类 似 于 1 PAFI 可 以 得 出 热传导 方程 的 定 解 河 题 
jue eme £9, Qark, 0 
u(z,0)— g(x) (2. 4. 14) 
luco. £)—0, u(t, 0) —0 
的 解 的 表达 式 。 束 实 上 , 设 (2.4, 10 的 解 为 
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(ae, t) = DTA) sint (2. 4. 15) 


Ea, D, PORFRIZARR | sint ZE 的 级 数 后 ,再 把 
这 些 展开 式 代 入 (2. 4. 14) epi, 得 出 常 微分 方程 初始 值 问 是 
(r.c (125) v Go) f) 


(2. 4. I6) 
T4(0) = Ps 
其 中 
fo T ras osa Sat, 
e. q (5) sin nz Eg (2. 4, 17) 
ü 
求 出 (2. 4.16) 的 解 后 , 得 出 [附录 TT] 


(228 
™ I 


) 二 f. (ea Vo EE 
[i] 

(2.4.18) 
把 (2. 4. 18244 A (2. 4. 15) 后 , 得 出 (2. 4.14) B REB EX A, 


T. Spe 


ulr, £)= v (gue tO 


"rx 


th fce C1? 17 an sin 
n 


(2. 4. 19) 


52-5 有 界 杆 的 有 热源 的 热传导 方程 
试探 解法 
1 齐 次 边界 条 件 有 热源 的 热 尾 导 
在 第 一 童 §$1-1 中 ， 我 们 已 经 推导 了 均匀 杆 在 其 内 部 有 热 产 


"^ Ü * 
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存在 时 , 热量 传播 的 规律 可 以 用 非 齐 次 热传导 方程 

证 | 一 Ours tH f(x, £9, 07 aL, Ot (2.5.1) 
HR, 其 中 fs, t) — Fx, cp, FCr, OJETRE 内 部 的 热源 密谋 ，c 
是 杆 的 比 热 , o 是 杆 的 密度 。 


现在 设 杆 上 的 初始 温度 分 布 为 
u(z,0)— px) (2. 5.2) 
TF BU VS An MU A A YE 
u(0,t) 20, uall, t) —0 (2. 5.3) 


我 们 求解 方程 (42.5.1) 在 初始 条 件 (2. 5.2) 及 边界 条 忻 (2. 5. 3) 的 
Ag. 

完全 与 3 2-4 中 求解 定 解 问题 (2. 4. 15-—(2. 4.3» 时 的 方法 一 
FE, 利用 试探 法 求 出 定 解 问题 (2. 5. 1 一 (2.5. 55H39 HE ur, t), x 
是 把 要 求 的 解 写 为 形式 


u(z, (0) ST )XG) (2. 8.4) 


鳅 岳 和 根据 定 解 问题 (2. 5. 1)— (2. 5. 32 f3 Eo Fer 2M Bh IE ESAE: DERI 
HOT.) Xr), — Fil UH SEL 2n fp xe $E TQCE) 与 X4), 
才能 使 得 (2. 5.4) 式 恰好 就 是 定 解 问题 (2. 5. 1)— (2. 5. 3) B8 RE, 

235-0 国 数 天 sz 的 请 定 

完全 与 $2-4 的 1 中 的 想法 一 样 , 如 果 设 

1 
n+ -= mr 
X (z) —- p R= 1,2, 3, *-- 
(2. 5.5) 

那 玉 出 (2. 5. 43 得 出 


eo (a )ns 
u(z, t) = WT. C )sin 5 (2. 5. 6) 


ftx 
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显然 ，(2. 5.6) 必 适合 边界 条 件 (2. 5. 3)， 这 一 事实 只 要 代入 即 可 
得 知 是 真实 的 . 

A FR T(t) 的 确定 

出 (2. 5.6) 式 所 确定 的 wz, t) 必 适合 边界 条 件 (2.5. 3)， 因 
此 , 要 它 是 定 解 问题 (2. 5. 1) 一 (2, 5. 3) 的 解 , 剩 下 的 就 是 要 求 恰当 
地 选择 了,(t), 使 其 适合 方程 (2. 5. 2) 和 初始 条 件 (2. 5.2)， 为 此 ， 

(a ra 

it GR f(z, D) RI 9(z) 按 王 交 三 角 国 数 系 (ind), n= 
0, 1 2, 8, … 展 开 为 付 里 呈 级 数 , 即 


- AEST 
Fæ, 0) — fa CU) sin p — (9.5.7) 
Rat 
TE pu 


AO f, mu E 


: ai 


q(r)— > pasin (2.5.8) 
#=0 
1 
” Elo "i 


尾 所 得 出 的 (2. 5. 60) E (2. 5. 7 CA Z5 FEC2. 5. Dip, 2 Hb 


ur. (ex) T.C) 


MUN" 


-* 52 s 
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HH 此 (2. 5. 6) nir fa EIH ZR e paf 


1 2 
l (o4 m 
rose 37) TCU) — fa CU), 


54 —0, 1,2, =r. (2.5.9) 
基本 把 (2. 5. eni. 5. 8) AC Wi 28 fp C2. 5. 2) 中 ,同样 得 出 
T,(0)—9,, n—0,1,2,:- (2, 5. 10) 


因此 ， 如 果 能 求 出 一 阶 常 徽 分 方程 (2.5. 9) f A 0 AS IR Fe C2. 9 
10) F5 ET CE), 于 把 它 代 人 (2.5.6) 中 去 , 哎 得 出 定 解 问题 (2. 5.1) 
一 人 2. 5. 9) 的 解 . 

(2.9.9) jJ Ab BARER AE IRE. TERRE AA: Fe RE 
i, 可 求 得 (2. 5. 9) & C2. 5. 100 B9 E29 


(n^ ü 
(Cethan rt ng 


T,CI) - | fs (rje 
(ey, (2. 5. 11) 
gue 
把 它 代入 (2. 8. 6) rh, BEBE IB aA AC 
> ' B CREUSE eges 
um) x. (r)e ( ) dr 
fa 
十 ue ( i ) | : 


(n l)uà 


i 


=“ gin 


o 


- [foe (EHESY eng 


* H3 a 


振动 论坛 http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 


(a+ 2)*5 
i 
=u Dae, a Dri) (2. 3. 12) 


* gin 


其 中 


aD (s, o- Xi aeo C97 sy ena 


* Sin--——————— (2. 5. 131) 


Eo d UHR |n 
util? (z, £)= > pue : 


m-i 


: (2.5. 13) 


“in 


(an 村 BE a 
i 


AZ HERCI RS Bf E Ea .5.1)— 
(3.5. 3) 的 解 的 表达 式 (2. 5. 12) 式 要 相 情 这 一 事实 的 正确 性 , 只 
要 将 人 2. 5. 120 LEICA E uso eT ELBB Ej. 

如 果 我 们 把 这 里 所 用 的 方法 与 $2-4 中 已 用 过 的 方法 比较 一 
下 就 可 看 出 , 它们 之 间 的 基本 精神 与 步骤 是 一 至 的 ,但 存在 着 如 下 
的 差别 : 一 是 隧 数 系 ( 尺 XY)} 的 选择 不 同 ,这 里 选择 的 正 交 图 数 系 


(n HE m. 
是 jsin ~ 一 了 一 一 2= 0,1 2…， 它 是 由 边界 条 件 (2.5. 3) BER 


定 ， 而 在 $ 2-4 中 所 选择 的 正 交 函数 系 是 jsin 人 人， 一 1 2,…， 


"oH PESE RUXE ER AS BE C2. 4. 5 [BI vO, £9 —uCI, 2) —0] 确定 的 。 
il zE BR 253 34 2r AR P B) 25300, AL IC RR oZ ÉS 8L 43 ER E ATE AE PATET, 
- 64 ^ 
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CAE BE ACA UT S CE) TII E IR) ES, ix HOSTES TOL RS ER 
75 i5£ 27 J; $2 (2. 5. 9 在 初始 条 件 (2. 5. 100 FRAC. 5. 1D X, E 
§ 2-4 中 所 选择 的 TT,tt) Suzk Dr eee (2.4.9) dg Esth zx 
件 (2. 4. 30) FPE C2. 4.11), JA f, 这 里 的 (2,5.11) 式 就 与 2, 4. 
1) 式 截然 不 同 了 . stipula pi 3 (2. 4. 12) 式 也 是 
不 同 前 。 从 物理 现象 分 析 ， 这 里 的 (2. 5. 127 式 描述 的 是 均匀 杆 二 
热量 传播 的 规律 , 当 于 刻 无 限 地 延续 下 去 , 热量 传播 将 会 逐渐 平 
fa KÆ, LL HL RE EE IR ds 而 (2. 4. IDAGA x 9 Ap e 859 75x Bo d 
iaduzh, MREFA EWS EA, X friüsR Jj"D EL. 
Wt. 5419533538 zB EXE 二 无 限 邮 延续 下 去 , 4A zoe ELA 
t#JE. 


9j ik f, 0 -(ersin 7) T, plr) - EUO, 其 中 
c ACD. WIALC2. 5.77 和 (2.5. 8) 可 得 到 


EH JE [si A11 


E" 2 7X jg. — 
fO Tsin ^or E s 


E 
(nr Intl) r? 


"rri 
LX 1) LA 


f. j= 


2 _ 
2e Jazo em 
GELIyP ees 


rn 5&5 >» 
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1 
(2+ z) mz 
das lo 


z cz (I — r)? 
0 p? È 


V.— T 


(e n jo 
NE (oe GP Se S GP: | 


a 

a T S dcus à 
coe 人 | dz 
ü 


oy Ft 3(C—-1)"*!) 


ES (n*1)a* 21 
: i-e pues t 


1 2 
T 
Acl 
2 rok 1 141) 
a 人 


— fa. 


- (ail)? att " 


dB 070 l, a—2k-1 
po el (k=1,2, +) 
a? x' (2k -- 1) (2571 iy 


-(15-4)ni: " 
ie BU t, n — 2k, 


于 是 由 (2.5. 123 (8 E t 28 


让 
ule)" 


i 
uir, i) 一 (1 一 e 


Tn 


2i 


bo 


+S NEN Lo 
1n-ia*z*(2n—1) "(2n— 1+ i) 


* 665 * 
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(2-141)? a 
.(1—e- r “ie 


(21 十 SEL 
í 


*8in 


bus 


E | Act NENNEN 
ala S D^ (2n ad | 
2, 


i 
qo Aatje 
2 
ue ES 
MID 
Cnt} a (nat) 
ing 1 m n 2 
£ sin 7 


2 其 它 定 解 问题 
用 类 似 于 1 中 的 方法 , 可 以 得 出 弦 振 动 方程 的 定 解 问题 


u,,—a us l FCE, t), Ox, Ot 
ulg, O= elr), u, lr, O= (Tr) (2.5. 14) 
[Rss u,(,2)—0 


ful XXX. 事实 上 上, 1E (2.5. 14) ifi on 


"CHE BIT) sin(n | 7H (2. 5. 15) 
各 三 让 
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48 FG 0), e) ! GOBOEBOS S: SEA BOR jsin( r+ 5*1 


级 数 后 ， 再 把 这 些 展开 式 代入 [2.5.1 中 ， 得 出 常 微分 方程 初始 
{E Iv] 8l 


- CIT à 
(T4 GO (E) TG) £4) 
T, (0) = es, T. (0) — 9. 


(2. 5. 16) 
jr 
tO 2 (rc 5) sin(» (Sag, 
v. | e( sin (a+ 3) ag (2. 5. 17) 
p= D ein (+r) 


ENC. 5. 16) 的 解 后 , 得 出 
mitj jueos(nt 1a 


i 


i lzat 
十 一 i hasin( at) 7 | 


(n+ 2) xa 


— l, fs sin (n 3) pe-e0m 
m Ty 


(2. 5. 18) 
把 (2. 5. 18) CA C2. 4. 15)J3, 得 出 (2. 5. 14) BRE OA 


[rx] 


ulr, t) = b3 \Pncos( x24 EX 
*"-iü = 


+ GA * 
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emma (x) sin(n- 5. adr} ; 


1 x7 
= &l = . 5. à 
ein( nt SE (2. 5.18) 


82-6 HTH 
这 节 我 们 要 讨论 沂 松 方程 
AUu— de us, = PH, y) (2. 6. 1) 
在 条 件 ul f FRIES. MB p. fGnn gy) EU. 
i SR, 247; PE (2. 6. D rB pir, g) —0 pr, Br?5 pese fu Hr 25 E. 
Tn BE SS E FE 3 75 Re C2. 0. 1» (9 35 — AER V (2, 30, G u= 
F FT, 由 于 Au—AW- AV — AW 4 p, 35252; £2(2. 6. 1) 就 转化 为 
AAnER T W abr 36 pr 30r 29 Re 
AW —W,.—W;,,—0 (2. 6. 2) 
在 条 和 件 镀 | ;二 了 一 Fl ;= 二 了 下 的 边 什 问题， 从 而 就 将 tA 方程 (2. 
6.1) 的 边 值 问题 归结 为 拉 莹 拉 斯 方程 (2. 6.2) 的 边 值 问 题 ， 当 求 
得 了 方程 (2. 6. 2 的 过 值 问题 解 (n, 30 以 后 ， 再 上 与 方程 (2. 6. 1) 
WERE RE V Cr, g) — Edd n, BL u-- 环 十 FF， 就 得 出 方程 12. 6. DB 


过 值 问题 解 . 
玉 面 我 们 用 方程 42. 6. D) EAE Orsa, Osyslb DUX 
A] vd, 3E 302 ft [Fr] 
Åt = zr t uy pis, y) (2.6.1) 
0, =p), ula, g) = yig) (2.6.3) 


u(z,0) — u(z), ulr, b) —v(x) 
* 69 > 
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为 例 说 明 这 种 方法 ， 首 先 选 笃 出 方程 (2.6, DRAE V, 令 

u-—W-r-V (2. 6. 4) 
其 中 W (az, y) 是 待定 的 函数 ， 用 (2.6. DRADE. 6. 1) IAS 
条 件 (2.6.3) 中 ， 则 由 《2. 6.1) 和 (2. 6. 3) c RAKA REG CIR 
题 就 转化 为 以 W (Gr, a) 29 2R AER E p BERI ZEE (9 CRI Y 3033 
值 问题 


AW —W,,—-W,,—0 (2.6.2) 
W (0, y) 9g), 
Wa, y) 2 (y) 

(2. 6. 5) 


Wés, 0) = plt), 
W (z, 5) zv(r) 
其 中 
人 GO) = v )-—V zs 
p(z)— u(r)—V|,2e PO)—w»(£2)—V |y. 

由 于 下 是 预先 选 定 的 函数 , e...» 都 是 已 知 ， 所 以 (2. 6. 6) 
hg, V, E, v ZA Cmm Er, 因而 用 分 离 变量 法 可 求 出 边 值 问 
题 (2. 6. 25, (2. 6. DAI W (m, 3). Vp FE 88188 Bg W Co, 10 fü. 22 
选 好 的 确定 解 下 一 起 代入 (2.6. 4) B, A BRIERE IB S u AE TT 
松 方 程 边 值 问题 (2. 6. 1), (2. 6. 3) 的 解 . 

下 面 我 们 简要 的 说 明 应 读 如 何 选择 函数 下 的 问题 ， 犀 然 可 以 
看 到 ， 函 数 入 的 选择 是 与 汽 松 方程 (2. 6.1) 的 右 端 函数 pa, 9078 
着 非常 密切 的 关系 ， 四 此 要 能 够 选择 好 函数 了， 就 必须 根据 晒 数 
p(z,Y) 的 具体 形状 进行 分 析 。， 例 如 ， 方程 Au 一 wz 二 ar 一 2， 就 可 


LR TEKELY =r, LV gs REY — GI bg), 又 方程 Auc tas i 


(2. 6. 6) 


—ra) 1 
uy, —2y, 可 以 选择 函数 了 一 Lay, RV — nag" RV =g Gg 


zy?), 得 等 ， 我 们 还 可 以 给 出 求 方 程 (2. 6. 1) 的 EAV Badii 7 
. 70 » 
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法 ， 就 是 : MRAR p(x, 各 在 所 给 出 的 区 域 介 直到 边界 都 是 连续 
的 ,并且 在 区 域 避 内 有 连续 的 一 阶 偏 导数 , 则 在 所 给 出 的 区 域 如 内 
t ni Bb. RAREN 


VG. 9) —5- | [mm o — dédn 


— E 
£)*c-r—9)* 
(2. 8. 7) 
必然 适合 泊 松 方程 ， 读 者 可 以 自己 验证 这 一 事实 的 正确 性 . 


$ 2-1. 边界 条 件 的 齐 次 化 法 
前 面 已 讨论 过 的 定 解 问题 的 解法 , 不 论 方程 是 齐 次 的 , 或 者 是 
TER EXIIT. 过 办 条件 全 都 是 齐 次 的 . 如 果 通 到 非 齐 次 迎 界 条 件 时 ， 
BEAD 站 的 原则 十 设法 将 边界 条 件 转 作为 齐 次 的 。 有 具体 地 
说 ， 就 是 赵 耻 一 个 适当 的 未 知 国 数 之 癌 的 赫 换 ， 使 对 新 的 未 知 装 
数 , 过 因 条 件 是 齐 次 的 . 下 面 以 纺 振 动 的 定 解 苛 题 为 例 , 1053 536 Lr 


REFER (S 77 i. 
设 有 定 解 问 题 
es = ds ,EY Or, Ot (2. 7. 1) 
ulr, S= elr), u,(z,0)— (x) (2. 7, 2) 
u(O, 2) — p( E), u(t, £)—v(t) (3. 7. 3) 
REE 25 Hb E - ER 38, 将 边界 条 件 (2.7. 0 £8 [Eo rix f. AE 
4x 
u(z, 0) —V e, £) -W Cz, 0) (2. T. A) 
xb HE Bb W (Cz, 048 V Cz, 区 的 边界 条 件 转化 为 齐 次 的 , 即 
V(0, t) 2V (1, t) —0 (2. 7. 5) 
Ei (2. 7. 3) 55 (2. T. 4) aján, 要 (2.7.5) 式 成 立 ， 具 要 选取 W, [EH 
iP AE. 


a C] oe 
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W(,t)— p(t), W(,1)—»(2) (2. 7. 8) 
Mibe FER., EREC. 7.6) EUER dE W (x, OERS H, 
例如 图 2-4 中 的 W (x, i), Wilz, £9, Wax, 0), 58 58, AAEE 


图 2-4 
(2. 7. 6) 的 要 求 , IAEE ERE e A T ELU ERI IRL, 选 
HW 20 a 的 一 次 式 , 即 取 
W (z, £) — ACtOx BCE) 
为 好 , 其 中 ACIE BOREO. 7. ORMEA 
AQ EFO BO) p(t) 


从 而 函数 
W Ce, 1) DHO) s+ pt) (2. 7. 7) 


就 满足 (2. 7. OB ER. 
总 之 , 只 要 作 一 替换 
uz, t) VG, £) | 80, e uer) | (3. 7. 4) 
之 后 , BEBE BE ALS 2 n ER CV. Cu, o S LT cx E SRTE T e fg] 
gn 


pare pce DT Ot (2. T. 85 
Véz,0)—qu(Qr), VG, 0) =p Cr} 5 7.9) 
hod dn V(il,t)—0 (2. 7. 105. 
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其 中 
NODIS o -| e unen) | 


e EE, 一 | etaco)|， (2. 7.11) 


i Geo [OTEO e uro) | 


定 解 问题 (2. 7. 8)—42. 7. 10) 8T IH 8 2-4 中 的 方法 求解 , 再 将 

JE RR ICA C2. 7. 人 即 得 出 原 问 题 的 解 . 
HE f u, + 都 与 无 关 ， 则 可 选取 适当 移 WOS tX 

甘 ), 使 F(z, 位 的 方程 与 边界 条 件 同 时 俐 转化 为 齐 次 的 , 这 样 敌 就 

ASPECTO Y ZNHEJEUCH fel EHE VE. KMS pom. 
例 ” 求 下 列 定 解 问题 


中 一 本 FT Ox 0 (2. 7. 12) 
u(z,0) = pL), ur, 0) — Cz) (2. 7. 13) 
M e. u(i,t)—B (2. 7. 14) 


JE v f. o. y Ej UO Im ERE. 4, 8 均 为 常数 . 
E BDTGEOXERERDNEDBA RBSHEBDSD fO) KR EE 
与 上 无 英 ， 所 以 我 们 有 可 能 经 过 一 次 替换 将 方程 及 边界 条 件 部 转 
化 为 齐 次 的 . JRUPEZOSEAD P: 
ulr, 1) -V(z, t)--W(z) (2. T. 15) 
LAHET AL C2. 7. 122 FAH 
V ma [V at W EHE 
3 T Bex JE BURGA EA I O. 7. 14) LIS B6 C28 7 KA, EWE) 
Tu 
a^ W''(z)-- f(z)-0 
o =A, Wt)=B 
之 后 , SEHR RI V Cu, D o Dat RD Ee oa Uc XL A RE F ag 
- 73 


(3. 7. 16) 
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rela (2. 7. 17) 

V(z,0)—gG), V(r, 0)= yi(z) (2. 7. 18) 

li emu. y (2. 7. 19) 
tug. 其 中 


g(x)— g(z) —WQr), ds(z)- (x) 
(2, 7. 16) 是 二 防线 往常 微分 方程 的 边 值 问 题 ， ÓEREW (x) f 


WG)- A (—4) 815 AF. i rout lm 


-[ E f 4E lan (2. 7. 20) 


X (2. 7. 17) —C2. 7. 190 9 fg V. C, £2) HTJH $ 2-1 rng Zr ick iu, X 
表述 式 为 


e 2 nrak . Rmdgiíx. RAT 
V (2, Quitter 7 Hb, sin t SE Jua ta 


(2. 7. 21) 
其 中 


i 
ia = 了 | pi x)sin? m l 


b. = 27 


d. dr )sin* 


UA (2. 7. 20) & (2. 7. 21) 4 A C2. 7. 18) BIS HB PRSE ld P0 flit 
假设 边界 条 件 不 全 是 第 一 类 的 , 本 节 的 方法 仍然 适用 ,不同 的 
只 是 函数 W, 1) 的 形式 吧 了 。， 我 们 就 下 列 几 种 第 一 、 二 类 边界 
条 件 的 情况 写 出 相应 的 一 种 W Ge, DORER: 
(1) WCO, £) — UCE), uall, t) =E), W s, 1) EL EOD à 


FIC) 
^ 74 
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(25) u(0, 12 uG hu 0) =v), 
W (2, t) -MU ED cg D» G — 10] 
3) UCO, £) = uCO) uu CL, 0) — vC), 
W (x, (51€ BUD vos usa 


LAB SR dsl 7p PRAE PETRO A. KeA TA E 


有 寻 方 程 上 ,建议 读者 自己 练习 ， 
综合 本 章 前 面 冲 节 所 述 分 离 变 量 法 ， 得 出 求解 定 解 问题 的 
ERO PUE 


35 - c BU ELT ARTEISDE AG EEXE 24 59 B 8. 以 使 边界 条 件 方 
EAB. Aud. PR. BESRA EmA MEERA M 
AE b. IRIRI SR E m 3 25 25 08. 

第 二 . 对 于 边界 条 件 是 非 齐 次 的 , 又 没有 其 它 条 件 可 以 用 来 求 
BEL TÉLIRIRRTIE . 不 论 方 程 是 杏 齐 次 , 都 必须 作 替 换 化 为 齐 次 边界 
条 件 的 问题 , 然后 再 求解 . 

三 . 非 齐 次 方程 ， 齐 次 边界 条 件 下 的 定 解 辐 题 , 不 论 初始 条 
finfi AAIR EREE HERRAR RIE, 先 用 替换 法 化 为 齐 
次 过 和 条 件 的 定 解 问 题 , 再 用 试探 话 求 解 . 


$2-8* 第 三 类 边界 条 件 下 的 热传导 方程 


设 有 一 长 度 为 了 的 均 句 细 杆 , dt fü ii Se e p M. 杆 的 去 端点 zz 一 5 处 温度 
(RPG EE, GAS x—I 姓 热 量 自 由 辐射 到 为 国 漫 府 是 零 的 介质 中 ,已 各 初 嫩 
流 座 分 布 为 plz)， 试 求 村 上 的 温度 变化 趣 律 。 此 时 就 是 要 求解 下 列 定 解 
IDEE 


u(z, 0) = pir) (2. 8. 2) 
utc), 2)—0, u.(I,i)-Thu(Ii, t) —0, ho0 (2. 8. 3) 
SD FS ATEHERE T EE x 


m (2. 8. 1) 


«vx 
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uix, t£) — X (a)TOD 
TEE IC ASIE 7; £e (2. 8. 1) vnu, 43 1H 
'—gt X^ T OX... 
XT'—a XT mw sp e da A3, AD 
Mif 18 HER TRE PIER 


atm - 
$2.8. 4 中 第 -个 方程 , PB 
Tit) =Ce nan (3. 8. 5) 
€(3E0) J& FE XE E. HR CZ. 8. DARHA IONAT ZR VE 2 
X (C0) 0, X' (CO --R X CE) —0 
HESE SE AT Fie E A [EC Fo] RB 
nde I (2. 8. 0) 
X (0) —0, X' (D HRX) —0 
(2. 8. 6) i icr 75 ERA 
X(x)-AcosAx-- BsinAz 
d X) -—0 5E 4-0, 所 以 
X(zr)-BsinAz (2. 8. 7) 
JA X' (Dr hX)—0 $3 
hsinAl-rA/ À eos Al 2:0, 当 B0 
EUER ESEEX 
tga-—-—ac (2. 8. 8€) 


其 中 a —AL, g 一 ]/hi。 解 图 有 值 问 题 (2. 8. 6) 就 变 成 为 要 求 方程 (2 8. 80 E) 
IR a, 
方程 (2. 8. 8) E ET EUR (EXE stega 与 直线 £— —ae 交点 的 情 
坐标 (图 2-5)， 是 然 它们 的 交点 有 无 穷 多 个 ， 于 是 方程 (3. LDAN 
根 , 设 《2. 8. 名 的 无 穷 儿 个 正 根 为 
TN RU 
ei ix de di OT ELI zz UB BTE TE 78 


E £r. tt Ex ur (A, aS fT) 


T8 Ez ff) T Ef 88 e 28 
" Z6 * 
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一 


一 一 一 一 一 


图 2-5 
X, lo) — B, sind, X, n=l, 2, 3, = (2. 8. 03 
"il A, (2, 8. 5) 18 dt 
"ES 
T.G) —Q0,e ^ **' (3. 8. 10) 


tigb., H (2 8.9), (2.8. 10) 48 1H JE FE (2. 8. DAERA FF (2.9.32 0659 — 81 
TERR 

zo, O — X, GO TCU — i sin AT, &—1. 2,3, *7 
其 中 an = BO。 十 一 组 常数 .由 于 方程 (2.8. 1 与 边界 条 件 (2. 8.3) Bp tie 
ETR, PEUL dm in v 


[nn] [sx] 
uix. d — us (x, 0) -— a,e 


n-—i *—1 
Ax hd Uxík, d$ BOX e MENSIS Xp t xeTU— IE PR, BBOR(.R O10 
所 确定 的 uix, 0 必 能 满足 方程 及 边 究 条 件 ， 最 后 迁 要 求 wx, EAA 
de TE (2. 8.2), Hn 


-a?Ai i 


sin A T (2, 8, 11) 


uz, 0) =p (a) — 7» 'a,sin A,z (2. 8. 12) 


二 1 
XX HIE EDGE X ÉR a, AED, ET, I] EAE OX BUGR oO ET 级 数 的 
mE, E TRIAR AR, HE pioi d, I5 bdOS BORD ARIE 
Eir, WTR Te BRE REGE AR HC a, 为 地 , Sir ERU ELTE EGER. {sinr} 
e. 77y c 
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在 [0, 于 的 正 交 性 [附录 I]: 


Di 


ij sin Aat sin A, rdz-—0, mn 
ü 


村 是 把 (2. 8. 12) 的 两 端 采 上 sin Asa, SRI ELO, E1 E BU, 得 出 


F E 
a=- pip sin A rar, L,-| sin*À ,zdz— T (1— sin As ) 
L, - ü à 20, 


(2. 8. 13) 

最 后 , 38 (2. 8. 182 Lf AL CZ. 8. 11) 3X ROLE LR ICE RE IST EET E. 

AB RTBUBIERIDAUM. MAAT hd: — 3:5 Se tE AE AE a 
是 时 ， 只 加 边界 条 件 都 是 齐 次 的 . R E e e UE B EE E 
和 相同 的 ， 但 在 确定 固有 值 4。 时 ， 解 1 3.8) 式 是 比较 复杂 的 ， 在 具体 求解 
方程 (2. 8. DARE, 常 采用 二 分 法 , OR AGE, 牛顿 法 , 每， 工程 技术 中 也 
采用 图 和 解法 {或 作 图 法 ;， 定 出 国有 值 4。 的 近似 值 . 


32-9* 圆 形 注 腊 的 模 向 振动 方程 


WR ESSO d» 的 弹性 圆 形 茵 腊 . Da RIER i zh. WEE u 
TO 是 对 称 的 ， 初 娩 位 移 足 已 知 阔 数 ptr)， 初 始 速 度 为 零 ， 试 来 团 形 注 
膜 的 横 商 振动 规律 , 丝 时 就 是 要 求解 下 列 定 解 问题 : 


Pa la, ) derai oci (2.9. 1) 
C =p kr, ir, 0) =0 (2. 9. 2) 
utl, D —0 (2.9.3) 
Jc MEHA BA A35 EE 
imu, Ir-Loo (2. 9. 45 


MaA RES UE 
utr, D — ROTG 
代入 方程 (2, 9. 1) 181 
To R*-ILB 
aT E 
Hoh A0 是 常数 . 在 4 RG € Aog T are 二 的 周期 解 . 
因此 , BRA E 


hl 


O 华中 工学 院 ,< 工程 数学 : 算法 诺言" 计算 方法 3. ARAH Pc g, 1979 F. 
ZB b 
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T*24- A*a?T —0 (2. 9. 5) 
rR*-- R' -A*rR—0 (2, 9, 6) 

方程 42.,9, E 
Tí1)—4À«cogAat-J- Bsin Ant (2. 9, 了) 


336 SEA fI (2. 9.3) 与 (2. 9. 4), 44 ROO —0 Eg lim RG) «<+ co, 因而 有 斯 图 
38-3988 71 (Sturm-Liouville? AA (d ie] Ei 


本 je 


Ril =0, mër) < o 
TU 


(2. 9. 8) n ARER MEH (Besse D 方程 , 它 的 解 可 表示 A? 

Rin —-CJ,G 7r) HPY lAr) (2. 9, 9) 
其 中 Je Fo pu, SE —G3EEPPÜUEXEGAPES Di Fr) >o 
(120), BR TE. limk Feo ie D—0, AT 


(2, 9, 8) 


RO) —O0J3,(AÀT) (2. 9.10) 
TH OR fE R (D) 一 心得 出 
JVC) 0 (2. 9. 11) 
这 是 c4 GRBRRUTYR CUED EAEE ER, BILE J CAL) —0 HERE RS A: 
AAA. ASSI (2. 9. 12) 
E AE BR OK BS SUI TR, 相应 的 
JG nr) ICA T), Jus), AST) rm (2. 9.13) 
Sx RUE ERR, 


RÀ, (CAL (2.9.22 !j(2. 9. 10) 10, B] EIE E EE HR (2. 9. D 5 i8 SER E 
(2. 9. 3), (2. 9. 45 B fg 4 
a, Gr, 4) — JA(AS T) (a, eo8 Aat J- b, sin Anat) 


18 29 7 Te XE EX VET DICH, 所 以 , 如果 级 数 


uir. 1)— S eG um) (G, eos À,at + b, sin A at) (2, 9. 14) 


办 一 


3Pr 与 也 收 藏 , 问 时 对 了 与 了 二 两 次 各 项 可 微 , HBOE(2.9. 1 和 0 也 是 方程 的 解 , 还 


Q £X K.S Wd. 工程 问题 中 的 候 微 分 方程 , 第 五 开 , LEHRE E E, 
1959 4. 


"^ 79 c» 
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Mi TrXETRARTEU.O.35 £5 G. 9. 45, 


S262. 9. 14) X54 4D AG AR Fb C2. 9. 2», HIT 


人 
n=l 


. (2. 9. 15 
le. G) == P$ (b, À  a)J CAT) 


n=] 
Meg AHH b0, BEE Pf) 在 o, 11 LERRAM. KAA 
Tilan TELO.)] ESSE TEE AR m HAEA E ARA, HD 


| AJo Ant) Ja Or) dr—0, 当 mcn it 
所 以 (3.9. 15) FRE — SACRE EE ER E o Cr) RNAAR RR LJ (A TO Y ER, 
共 中 gs 正 是 展开 系数 , 应 为 
ud =| rec (A, r)dr/ [ rU Gur Tr (2. 9. 16) 
将 5,—0 Lj (2. 9.16) ARA (2. 9.14) Jj, Sc BD GR EISE GL DEI SN 
ur, t) -sf rPI Antar / | Ls (A D dr M. Gun eosA, at 


n=i 


(2. 9. 17) 


第 二 章 2] o RB 
1 Hcr BG SEATUC ET 8j FE us atus 的 下 述 混 合 问 题 : 当 O-—— 
TY< Oi AF, 
(ID aig. 00 — D, u, Cx, 0) ——x(E— 2), ut0, = 0) 0 
(2) uig, 01 =g —2EIx, u, (n, 00 — 0, wn D —u, Cl, 0) —0 


(3) utg. 0) — sin ME u,(r, 0) -=r (i—i), uti, D ul, t) 0 

2 [ika—50,I—1, ARI RERA E ww 一 wy; 086 RER i 
PES 4 EIU 
[erc 


acr, 0) 一 QUE, 0) — r(z— 1), w(0, £) — u(l, £5 —0 


li-a, rl 


* 80 * 
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2 Viti He. Bue pIEUU Ws B dIBIBEUSBOE ER, 
dr À HE : IA e e de oz Br d p FR. 


DET dq 第 4 题 图 

4 GREA E AHRR, HN ,T,:)viyrfEinqe a 
E RE a LBS. JE h TRL AR ARR dE Ri E. 

5 MaB Ekik A RAAE tama Hy EREA 问题: 当 
Url, Ot hh, | 

(J) uz, 0) —0,2,Cr, 0) --x*, u(0, D) — ut], 0 0 

(2) ale, 0) —m(3 ir, 01 —9, u(0, D —u(1, 1) —0 

H perire m, Uet RF. 

(3) uix, Q) — sim x, 34 Gr, D) 29 g3, w (0, £) — u(x, £2 =D 

{ utr. 0) — g? s, Gr, OO — 0, 8 (0, 22. C, m Gr, 1) 70 

6. fe PEIR S JE LS E: 

(I) ga- aw, ,J- bshr, uir, 0) =u sw, 0) — 0, u (0, £) —u(I, £) —0 

(2) ap = E güE).u ,= 

(3) uw,—au, Aane, ur, 0) — a 0) —0, CO, 12) — B, u(1, 12 —C 

(4) u,—mau,,—1ntl-r- xi, uw 0) —0,u, (0, 2) — us CL, 1) —U 
Hea b. 1, ALBLC 区 为 常数 . 

7 RABE. 1 — 4E» ZI TERI TR TERI I3 ab, ue AE E15] 8 259 

mA ua, Dan Dd 

wx, 0) — ux 0) 50 


( 


wio, 2) —0, wCL, t= Asin ot 


WRA wo 60, X Qa. o0 HIE ER, 
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8 确定 下 剂 定 解 丫 巅 的 解 : 

Ha> tey | Asha, Ox, 0I 
(1) " 0) =w, (x, 00 一 总 

u(0, =h, ull, D ek 

u= t, | Ax, 0x1, Oct 
(2) juiz, Q} =u, (x, 0) —0 

u(C, £3 — uil 0) 0 

ILH AL h k Eg ut E, 

ta m a^ wu. Ex, Ox 1, 01 
id) " 0) =w, ur, 00 =) 

u(0, £) 0, u(i, i) —1 

9 —RIIB—HEGEUCIN (ERU ER. ERIE ur, 00 =i ae), (0, i) 一 
CE, 2) —0. 

10 解 出 一 维 齐 次 热传导 方程 . SERE TE DO ula, 0) — x, u, (0, t) —u. CL, 
t) =Ò, 

1l =K EA U mM. 打 初 始 温 座 ， 
分 布 如 图 雇 示 ， 由 t=9 BIJPAGATÉSPS 
Aun RETRIROEQE. ARE ERG Ly dE 
uix, t). 

12 JAGR ARTE Re o 

fno Oi 0i 


u(z, 0) pr) 
u(0, 1D) — uu CE), u C, É) = na Gr) 
RB Gr), un GO us Q0 1925 E, n ER S, H 为 常数 ， 
13  fELH P EAE REIS IA] RE: 
H= du... 0r, 0«t, u— Ew ux 0e 
(1) ee 0)—zx*t1— x) (2) juiz, 0) = nx 
(0, 2) =u (1, t) —0 (0, t) «uc, 0) —0 
14 fid BUB XEM RUE IS (S RJ; EO NE [n] ER: 
He — a uu. Ede 7, OR 0 
(1) hes PELLE 
«0, O) — ucl, E) —0 
^ 82 æ 
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ue— aul. de cT Ox or Qui 
(2) " 0) —sinz 
u(0, £) —u(m, 4) —0 
Hop e0, 4, 工 均 为 常数 ， 
15 确定 下 述 定 解 问题 的 稻 : 
uU.—ku.,,— hu, — TP, Ot 
enone 
una. un, t), Us — n, E) uL Cr, E) 
16 解 出 下 列 定 解 癌 题 : 
U= a wu E f(x, D, 0x OF 
fr 0) —g0m, 
a (0, 1) =u utt, t) —1 
DLE EL MAR gir, upt EE IS CEDE: 
17 WHE TINEA DA RR 一般 表述 式 : 
w= a H fic, 0, 0x oct 
ur, 0) sele) 
u(0, t) —ui (DO, utl, D — utt) 
HR f, pa pa FIT t d E, 
18  —Af EK X UNSER H E e £8 AA HE A Am PULS Ed Brom. 出 i 一 
€ IET A P ha d ETT BE, E Em Eu Ge, 2), 
19 Ji P Xu f a E — AE JrOCHA (E SP 7S Té D9 WS ul, 0) 二 (E 
3p XO, utt, £) — 10. yil, £25, 
20 WEER 0xcssla,0elyscb 上 上 求 拉 普 拉 斯 方程 ull. €y,— 0 HORE 
TFR AHA: 


(1) wd, p) = Ag(b —g) , ula, y) =0, u(z, 0) = Bsin P utz, b) —0 


(2) ut0, 5) — Ag tb g), uta, y) —0, u(z, 0) = Beos pr uir, b) =Q 


(3) wd, 3) —0, uta, 3) — Ag, u, (x, 0) — O0, us (xr, b — 0 
其 中 起 吾 均 汶 常数 
21 —AUÉSE IL, 13 a 轴 --- 边 的 温 认 分 布 如 图 所 未 , JE dx LÁ ELE UE, VA 
求 共 上 稳 恒 状态 下 的 温 府 分 布 ， 这 里 名 为 常数 , 
«83 5 


振动 论坛 http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 


第 21 题 图 

22 一 - 量 形 平板 , 沿 w HA a y y fbk d, x-0 5 
=a HIP A iiih, y-—0fy—xuxh b Ei T y—bfh uuu EGRE, po 
FRATA i E ari, RERE, FANTE E a i, 

23. AERAR FA a 而 中 心 在 举 标 原点 的 图 域外 部 的 拉 普 拉 基 方程 的 
AX RU v 3E] i. 

21 AŻ -AtA EFRA aBvyHBSpI»BpILg GE gu GR RONDE. 而 
ERACLEA Atk OO) «lBe—4eos0, (2) u|r-—.4--Bsin8, 其 中 
A, B 33 y dt 

25 TAGK—UPPR CENEGA E 
满足 拉 普 拉 斯 方程 ， 而 在 过 看 上 满足 条 件 &[ 
—0, u[;.,—9, w|..,— f(0 Oa}, WMO 图 
Brus. Salad». 

26 WA o SE cé Ae S PAL Ap AP S8 a: 


Au—90, 2| =f, —n«Ü«x 
2n F 
WE RR Aug E f ODE SR 


U fu546—0 


27 RA- -个 藻 而 长 的 贺 柱 面 , 被 
ix Run aR EPR mor 
X VV qm», FEFE EAS, Wu 
lj Fi: pd Pair) d or zr. 

28 在 两 个 以 原点 为 中 心 , 半径 分 
M E, 与 E. Hyla E] n E RR F6) P ER 3:22 MH 
[x Ji, OR Rr dp Br D ERESUHCRL E SERIEN, RI«DE. inb. XO AU 
^ NÀ o 
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到 HO BRE, BR ERE b REL DO IEEE EXC Er EER fi i 1m far? 
29 在 第 28 MBUSLIED EU RA hti bE, EHR EI 


fl: 25 =f, (f), ulpan =f, aiaa, Kp fi0D.f500Ep5gBgB 
HAM. 


30 3E iH ES; ELRSDBORI EEA 
Ag—u..d-uyy— -—2, 4E EC AE £2 pg 
mis 

的 解 , 基 由 这 鼻 太 如 图 所 示 . 

31 在 以 原点 为 中 心 ， 瑟 为 半径 
的 圆 内 , 试 求解 泊 松 方程 的 犹 利克 闪 问 
PUR 第 30 REF 

I m — ay, 在 圆 内 


u| p-r=0 


ü S. 

32* scsETROS R d6)29 ^3 EE PCS, HETARA E, 如 果 在 开始 时 它 的 
JE iR AE e E dese, qup ELADUERHEIOEE,. ARGH. 

33* A :人 尘 底 硬 学 径 为 再 而 高 为 点 的 回 往 体 ， 在 下 底 和 伍 表 面 上 保持 
定常 泄 度 六 而 上 底 土 的 宴 度 分 布 情 训 是 一 个 已 知 的 * HAA. kE 体内 
en ir rd HS. 


PH 录 
I 二 阶 常 微分 方程 的 初 治 值 问 题 (或 柯 西 问题 ) 
pps 
EROR (12) m CO - f a. 1) 
fp (0) = EROR (1. 2) 
BRUDA, uhi np CL. 1) 5C. 2) E h Pea 
题 
n "may u 
\ PaE) H-T) 70-0 (1. 3} 
Tal) = pa TO) = pa (1. 4) 


BON») e 
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与 
A E (1. 5) 
T.(0)—0, T,(0)—0 (1. B) 
的 解 相 如 侧 得 出 . 


HF CO. 3 是 常 系 北 的 常 微分 方程 ,所 以 容易 得 出 初始 值 同 题 
(1. 32 与 11. 4) 的 解 为 


T(t)= peos TTE maL, l RSS (1. 7) 


sin 
i mnm xar 


现在 我 们 用 参数 变易 法 求解 沼 系 数 非 齐 次 筱 分 方程 的 初始 值 
问题 1. 5)45 (1. 6 的 解 ， 设 (1. 5) 具 有 如 下 式 


T,(£)— C Ct) cos TELO) si 27 EE (1. 8) 


的 解 , 其 中 OSCO EREA. RIAH, qECL DARA 
CL. 5) 中 后 , 取 CC 与 Ca(4) 为 同时 适合 万 程 组 ; 


[eG eost £25 Lets £2 0 


(1. 9) 


l- Ci CE)sin T LC; "m — f(t) 


时 , 则 由 此 确定 出 的 QJ{#) 与 GOWA O. 8) 后 ,所 得 到 的 TT,(t) 
必定 适合 方程 (. 5), a RED dE He OE I JH RC. 5) 的 解 ， 
从 方程 组 (1. DRH 
COT LLL f. sin EE 


r EG 
CX) fu eos 
dy xA 0 34 二 积分 后 , 划 得 出 
€) 6? — | fa CO sin ae, 


和 S6 * 
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C)- es fa Gr) cos dr 


其 中 与 03 是 积分 常数 . —dEBO.O85) 8RBZSER (1.25) 的 通 解 
为 
Tt) - Ore0s 7 Osin 2t 
till. a GO) sinft £80 Da (4. 10) 
4&1 14 CL. 100 pA T thA ne AR ECL 6», B] 
T.(0) 01-0, 
m.(0) 一 [rto] 0 
所 以 必须 C1-C2-—0, pulfus O.5) £& (1. 6) 的 解 
为 si 
EE AN . nx G(t—r) 
mpi n (1) sin RANT GEN dr 
{1.119 
总 之 , RE A IRI CL. 1) 55 CL. 2 的 解 为 
T. (t)— Ies cos TE y t y sintan 
t, f.G) sin E80 D, (1. 12) 
II 一 阶 常 微分 方程 的 初始 值 问 题 ( 或 柯 西 问 题 ) 
iz i 
(PD (225) mo f. 0) (2.1) 
Im (0) — (2. 2) 


利用 常 系 数 的 常 微分 方程 的 解法 , 可 得 出 微分 方程 (2.1) 的 通 


s 7 e. 
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解 应 为 | 
Tt)=e ls CT y "ipf. (ryel (RDUM dr- c 
p 
(2. 3) 


Jt ex sd E HARDER 248A Q.32)0m, MAH 
0= ps， 从 而 得 出 问题 (2. 1) 5302. 2 MAREA 


T.) e CE i faje 079 drign, 
Uo f 
7 [fce CO "Td 
tge a (2, 4) 


此 处 (2. 分 即 为 问题 (2. 1) 与 (2. D fi fit, 
JI EAKA Rindar Hy IESE e 
设 轩 有 值 疝 题 (2. 8.6) 的 两 个 不 同 的 国有 值 Am 和, 与 其 相应 
的 国有 函数 为 中 sw(z) 一 sin nz X, (2) e sinda, 此 时 有 
X) HAX (1) —0, 
XC) 42 X, (2) —0 
把 上 述 第 一 式 乘 以 X) 第- GRSEDUC OD, 由 所 得 到 的 方程 逐 
次 相 减 ,再 灌区 向 [0, 1] E UY, f 
[CX GOXG)— X1G) X 4G) 
FOR AD | Xal DX Gods 0 
用 分 部 积分 法 于 上 上 式 第 一 个 积分 . 就 得 到 
Kal OA — X,C€D)XQACD) T XC X 40) 
— X50) X,(0) -- G5—4D | X4(2)X,(G)dr- 0 
由 于 X40) Xn C0) 0X (0) —AX40),X10) XC), 
^ AN a 


Er ov n o3 


振动 论坛 http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 


故 上 式 除 积分 以 外 的 项 均 为 零 , 又 由 于 Aa Aa E 
| X «G2. Gods 0 
KAERA C sim Aue HE IE DE B. 


a HO o 
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第 三 章 ”积分 变换 法 


前 一 守 讨 论 的 分 离 变 量 法 ， 是 求解 三 种 典型 偏 微分 方程 的 最 
常用 方法 之 一 ， 只 要 区 域 比较 规则 均 可 采用 。 假 营 考 虑 的 是 无 限 
区 域 . St OCT OH SEA TR, 分 访 变 重 法 做 不 下 去 .本 合 介 绍 另 一 种 基 
本 方法 一 一 积分 变换 法 ， 就 弥补 了 这 个 不 足 之 处 ， 这 种 方法 与 分 
离 变 车 法 一 样 , 能 把 偏 铀 分 方程 化 为 常 微分 方程 ， 

积分 变换 甘 分 付 里 叶 变 换 潜 与 科普 拉 斯 变换 车， 本 人 章 首 先 从 
人 村里 叶 级 数 出 发 ,引入 付 里 叶 积 分 和 付 早 叶 变换 ,再 讨论 付 里 叶 变 
EH. 然后, 引进 拉 普 拉 斯 变换 , I FEX BEBE Ie br 35 BE HERE BR BS 
上 应用. 


$3-1 付 里 叶 积 分 和 付 里 叶 变 换 
i 热传导 方程 的 初始 值 问 题 
到 日 前 为 未 ， 热 传导 方程 定 解 问题 的 讨论 仍然 局 限 在 有 限 范 
捆 内 、 有 了 时 也 需要 我 们 讨论 无 穷 范围 的 热量 传播 问题 ， 这 时 在 禄 
始 状 态 pL7) 的 影响 下 ， 热 量 传播 的 定 解 同 题 是 初 辐 值 问 题 (或 柯 
西 问题 ): 
nod —eo«z«]o, D«t (3.1. 1? 
u(z,0)—g(x) (3. 1. 2) 
(3.1. D, (3.1.2) 就 是 无 界 的 热传导 的 定 解 癌 题 . 下 面 过 论 定 解 
[R] RR C3. 1. 1), C3. 1. 3) 的 求解 方法 . 
AiEXEREIRIER C3. 1. 1), €3.1. 2) 9 38 — 3€ 8$ 2-2 fio fln] E 


* 90 >» 
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ip£E— pF, (EUR BUE LZ IS ASE F -e a m x 的 变化 范 
HAR, E x 是 在 无 究 范 围 一 cc<z 一 二 co 上 变化 ， 而 第 一 章 
§ 2-2 h r PEAR crel 上 变化 ; 一 是 这 里 没有 过 界 条 件 
T. 而 在 第 一 章 § 2-2 中 食 然 有 边界 条 件 ， 正 是 由 于 这 些 差异 的 出 
Bl, 水解 初 值 问题 (3.1. D, (3.1. DEH 分离 变量 法 已 经 不 成 功 了 ， 
必须 将 这 个 方 苇 作 适当 修改 ， 才 能 爱 控 它 的 巨大 作用 .首先 讨论 
FIRER AE, AARE ARH HE G. L 1), 
(5. 1. 2) RREI RIAI. 
RTO ATE, F ule, tD =X), i Capi 


GLD 中 ， 得 出 两 个 常 微分 方 各 《这 里 我 们 记号 702 
=A, 其 中 4 是 待定 常数 ) 


有 【二 ) 十 可 (一 站 (3.1. 3) 

- Or (3. 1. 4) 
外 此 使 得 出 其 解 为 l 

T(t)=Ca e (3. I. 5) 

iR Har (3. 1. 6) 


lii A, B,C RETER S. DORMAR, 到 了 这 里 就 用 一 个 周 右 值 
HARE A. Mort f HB E As SEE e pu Cr), 问题 就 急 转 直 
io t ERA TEKEM "DE. BRÉEDIADXRER ARE, 2 UC 
法 确定 

十 分 明显 ， 如 果 把 (3. 1.5) 与 (3.1. MAAR T) 与 文 (7) 相 

3E £i ac. 其 中 任意 常数 仍然 记 为 4, B. PAHE 
u(z,1)— (dcosAr-- BsinAz)e "®t (3. 1, 7) 
'CMERiIROISBRG.l 1), 这 里 744 是 任意 常数 .很 显然 ， 员 要 4.8 
!; A BS RR fBELSS x, ER, G.L POA PH ua, D US PRAE 4S HE 
(3.1. D. Aik, SCA S B XE A DS ERG, HIE A— AC), B - BOO, 
m 
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那么 (3.1,7) 式 应 为 
ulz, 2) — [ACA ecosAz - B(A) sin Az]e 777^! 
(3.1. 8) 
这 样 得 出 的 (3.1. 8) 式 也 必然 适合 方程 (3. 1. D, E—2p.. BET JE 
RCG. 1, 1) 是 线性 齐 次 的 , 很 容易 证 明 : 如 果 含 有 参 变 量 z 与 也 的 
旁 义 积分 


uo d^ =| TACA) cess: BC) zin Artet gA 


(3. T. 9) 
^p zx 5 i EAA, EA x 可 二 次 逐 项 微分 , 对 可 一 次 逐 项 微 
分 , 则 它 必 然 是 适合 方程 (3.1 1) 和 的. 同时， 只 要 适当 选择 ACD. 
五 (4， 就 有 可 能 使 得 (3.1.9). 式 中 的 u Gr, O RIE r1 A 4 I 
(3.1. 2), 8524, 9E YE PEEL FE GAL EE DICIT XI ILE, 付 里 叶 级 
数 肯 也 不 能 起 什么 作用 了 ， 因 此 就 必需 把 付 里 叶 级 数 进行 新 的 推 
广 , 以 便于 适应 当前 的 带 权 下面, 我 们 先 建立 付 里 叶 积 分 和 人 千里 
叶 变 换 ， 


2 AfrEgepeEPEPdpmSPEDLA HEHEH 

We IEEE, c co) ERSERI, dE CEU BRE FT 
[>i t1] ESFEXETR CHI SE Eit EU AS RUD XE SEO, Wii fO) 
可 以 展开 为 付 里 时 级 数 


f) S (as cost onsin” i (3. 1. 10) 


其 中 


ly 一 ni fX) cost 73 


i l 
(n —0, L, 2, e) 
= 92 >» 
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| 1l[' . né 
8 一 了 | fO) sin 了 
(n= 1.2, =) (3. 1. 11) 


如 果 把 an, b, 代入 表达 式 (3.1. 10) 中 , 那 末 得 出 
f(s) = f(a 


十 Syf "no cos T (x— £)d£ (3.1. 12) 


现在 我 们 设 f(x) dg (w, +) 上 为 绝对 可 积 (所 请 绝 


对 可 积 ， 即 | _1Kz)1 如 存在 ， 并 且 可 知 人 ede 存在 ， 所 以 
lim 下 | fGm-—0. 4B m A22 
Ah 一 各 + 一 如 一 本, 因而 (3.1. 12) 式 可 写成 为 
1 ù 
IG) t| reas 
] < ú 
ERM, I| FO eost adl 
n-1 Es 
令 Lco, 上 式 积分 的 极限 可 写成 为 
P l } 
fG)- lim 33 Ai 让 FO ess DE; 


=f af re cosA(xr— éd (3. 1. 137 


RIER SEXRILCG. 1. 13) 式 称 为 付 里 叶 积 和 分. STELUEER A 
JE 和 5) 绝对 可 积 ， 那 未 在 AX) 本 身 及 其 导数 连续 的 点 上 , 它 的 付 
里 叶 积 分 必定 收 敏 于 入 7) 在 该 点 的 销 数 值 , 


a 93 r 
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(3. I. 13) 式 可 以 写成 为 
f(z)=| EAQ eosAzt BC sin Az ]dA (3. 1. 14) 
Jim 


AUD [ FCE) cosatat, 

xe (3.1. 15) 
BOD- —] fX sinat 

OST. 


EFH cos4(z 一 引 AE A MRAR sin A(— D AE A Bo STER EC, 
也 可 以 把 (3.1. 13) 写成 为 复数 形式 
1G) À- dal fo Loos — 
— isinA(r—£)]d£ 


-二 | ub reesehat (3.1. 16) 
dig b re $ 
GG) :FUGY)- | fedt (3.1. 17) 


1H G. 1. 16) f fF 
JEE EGA] =H eO)e vas (8-118) 


3&1]4 (3. 1. 17) re tu pP CA) 829 £C) io Fr BILD E RR. 同时 
把 (3. 1. 18) 式 中 /(7) 称 为 0( 办 的 和 付 里 叶 首 变换， 显然 , 从 刚才 讨 
沦 中 可 以 看 出 ， 如 果 fO EZRRELUEUC B IE C 0o, 二 oo) 上 绝对 
可 积 , 那 坟 它 的 付 里 时 变换 存在 ; 而 且 此 变换 的 逆 变 换 也 存在 且 等 
于 f(x). 

有 了 付 里 叶 积 分 和 付 里 时 变换 这 一 定义 之 后 ， 就 可 以 利用 它 
人 求解 数学 物理 方程 中 的 茵 十 定 解 问题 ， 这 里 十 要 是 求解 热传导 
方程 及 波动 方程 的 苦 干 定 解 问 题 . 在 求解 的 运算 过 程 中 ， 和 少 要 用 
* P 
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H EHER TE EE ER A TETA BRI EHE EHE HIE 
ERE RETER, AmE EiS 3e Pont loa B. 
3 Afia A pi E B 
MAR EcL R AREG L DAREA 
uir, j= NC CA) cos AT BC A) sin Arie "^ aA 


(3. 1. 9» 
表示 . 显然 , 如 果 (3. L 9) 式 中 的 ule, t) BEREOE Cru A A TE CO. 1. 
2), HUE 
uir, 0) = pF) = NEC cos Axr 
-HECA sin Az dA (3. 1. 19» 


Aer, MARIARI G.1.14) 就 知道 ， 53. 1. 19):X p i 
ACA), BCA) Pri iO (9.0. 15) daz Hb o, 亦 即 


AQ — [eo cosA£d£, 
bud (3. 1. 20» 


B=} wo sin A£d£ 
Hla 
de gp Xe AG. 1. 的 中 ,得 出 
pid= ip af v8) cosA(z— Eje gE 
Tg -= 
(3, 1. 21y 
必然 为 初 值 闻 题 (3. 1. 1), (9. 1. 分 的 解 ， 要 证 实 这 一 点 只 震 代 入 
SERIJ, m EREE FNAM, 只 要 mi) 人 (一 co +e) 
EROR BRUT 8S — Rma s BH zrEYEIiEGREGEBET. 


4 无 穷 直线 上 的 点 源 函 数 . 
我 们 缀 把 所 得 到 的 解 的 科 分 表达 式 化 得 各 单一 些 ， 为 此 先 弯 


- uş + 
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Jü E127 (3. L 2) fik Hr, 即 
uz, D= S ec) [ed Dea s 
S le ù 


(3.1. 22) 
如 令 
| eosA(s—é)e HAS EG E 0 (3,1. 33) 
具体 地 计算 出 来 [附录 IT], 有 
Tæ, E D o ue E (3. 1. 24) 


2a d 
再 把 它 代入 (3. L 22) 式 中 , 初 值 问题 (3. 1. D), C3. 1. DARTE 
为 泊 松 积分 
Loy ARE - 
ula, t)= m) e d£ —— (3.1.25) 
我 们 亦 吕 将 它 表 示 为 | 
uz, 5) | GG, é, t)e (4E (3.1. 26) 
J HH pA A 
-izi 


GU, E )— TL (3.1. 27) 


PALAA LBS Si UR ÉR,— 1x ESL D TE AR AL £0 BE, GE FR 


& Sb lc T REH Q— cp 的 热源 , 部 未 函数 
oM LLL aa 
GG ba i (3. 1. 27' ) 


HEE TEJA x SD TII) t+ 时 杆 上 的 温度 ,或 者 说 , 它 就 是 杆 上 的 温度 
FARE. 要 相信 过 一 事实 的 真实 性 , MCI XR Lx Bp] SEU DEB: 
《1) 乔 用 它 对 变量 s, t 微分 串 验证 G(x, ,适合 热传导 方程 (3. 
1.1). 事实 上 ， 

* O5 * 
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- nou 


2 —— =p Ac 
6 
1 1 1 (w--EY ] -和 
a= 57—| 2 WD a E 


pe 


a” ala E) | -HEF 


mE A | eu HEBR S AEN E "m 
oes 2a) /2 Alatta? Je 


于 是 有 局, 一 ee 成 立 . (OARA io t, AE Hpirdvy ey 
总 和 应 为 


cp| Gíx.£,t)dr 


gcc Nd pra 
— g-i e "da 
ml a 
ese = 
T 
ES -42 (z—£) dt 
gaf aa 一 Ya LU. ST 


正 因为 (1) 的 缘故 , 所 以 我 们 把 (3. L 27) 式 中 的 因数 Gr. B, Uy 
称 汶 热传导 方程 的 基本 解 . 
A itum») 


(2) y r0 
t= 
* ACE SD. 20 


MHE 1. 250 3X S BARES 


(3. 1. 28 


A (7, um at 
ut) m. i "E 
æ. 97 FL 
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S 


= f1+erf( erf (~ xv) (3. 1. 29) 


et( I 7 r2 SV; T 7z. e "dz (3. 1. 30) 
HARRER MERC. i2 MPLSINUE E dM 


$3-2 和 付 里 吐 变换 应 用 

1 站 传导 方程 (有 热源 存在 ) 的 初始 慎 问 题 

为 了 说 明 怎 样 利 用 儒 里 时 变换 及 其 道 变换 解 初 始 问 题 的 精神 
实质 与 步 难 .下面 讨论 均 勺 杆 内 部 有 热源 存在 的 热量 传播 同 题 , 束 

LAE PEL SURE AGE WEE 

Quo mauu fx 0), 7 oo xb eo, Ot (3. 2. 1) 

lulz, 0) - ox) (3. 2. 2) 
xx Be G2, fn 0) TA DURER 2I. 

Ji ule, t), f Cx, £) ff Qr) XT X tiri] Brp ze, 18 1H 


>» Jg c 
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F ule. £y] =E, =| ula, teda 
PIFC, 1-210, t) =| FC tede (3. 2. 3) 
FEE J= pD =| pr)e' mdr 


加 对 方程 (3. 2. Daie HB REB CS. 17), 利用 附录 T peH, 
变换 尾 质 工 与 4 DAN 
FAD) Lg! Aa, 0 + Ft) (3. 2, 4) 

HrC3. 2. 3) u Arr Pra Or A TP 

aA, 0) =B(D=| "uta, 0) e^ dz — [plaet ie (3.2.5) 

这 样 , BUE DSEID (i 6 4 25 Feo (S1 REL C3. 2. 1), (3.2. 2) HE 
Ei 3; RSS AISEQ.2.4», (3.2.5). AREMO N FE BUE 
法 (参考 第 二 意 附 菏 开 )， 初 值 问题 C3. 2. 4)、(3. 2. 5) 的 解 应 为 


(A, 0) 一 $e tH | 10, rje oi- odr 


(3. 2. 8) 
于 是 利用 wz, #) 的 什 里 叶 变 换 的 逆 变 换 到 (3. 2. 6) 上 ， 得 出 初 什 
间 题 (3. 2. 1), (3. 2. 2) 的 解 应 为 


E DD) = | aa te iTA 
^ Brala 


i 
E 


(3.2.7) 
简化 解 的 表达 式 ” 点 源 函 数 AA (3.2.70) 式 中 的 第 一 个 积 
分 ， 旦 然 , 我们 可 以 把 它 视 为 两 个 变 象 函数 乘积 的 逆 付 里 时 变换 ， 


二 909 2 
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分 别 求 出 了 这 两 个 变 象 阔 数 的 象 原 疫 数 ， 利 用 附录 1 中 付 里 叶 变 
换 的 性 质 2, 就 可 得 出 它 的 简化 式 . 为 此 ,计算 出 e777 M RRA 
数 应 为 


=j —_až;łž;q — I T -£a* A? 1 LAE) 
PUpe | E 


-— Dil 


=l | e"! '(eosÀz— isinAz)dA 


Z3 
HF e sinir 39 À BAAR, CHRD 292, 故 
popa 5) =gh 65er 


"ENEOGNS 
Pa zi 
.JAQ.2. 5) 4) FP^'[900]- eC), 于 是 


zz| Q(A)e tpi rd 


it-it 
-=| pje '** d£ (3. 2. 8) 


从 于 《3.2.7) 式 中 第 一 个 积分 , 经 过 交换 积分 次 序 后 , 得 出 


1 pter! ne " 
| | JG, r)e eidAdr 
一 md Ù 


| IN JO, ettam eri lër 
LOPIE i 
zl, aL ieri T ds (3. 2. 9) 
我 们 把 (3. 2. 8) £j (3. 2. 9) 式 代入 (3. 2.7) 式 后 , 得 出 解 的 最 后 
incom 
uz = | ee 9 ag 


I *"feó T) MUTET 
zl. aO ui 


(3. 2. 10) 
* 100 * 
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(3. 2, 10) 式 中 的 第 一 项 与 (3.1. 25) 完 全 相同 , 因此 , 它 是 由 于 
均 句 杆 上 的 初始 温度 p(z) 分 布 所 产生 的 影响 ; 第 二 项 却 是 由 于 均 
匀 杆 上 热源 密度 F(zx, 0) = e pf Ca, DRE. XE, 我 们 看 到 , 于 
任何 时 刻 上 ， 在 均匀 杆 上 任意 点 > 处 的 温度 分 布 状态 是 由 初始 温 
度 分 布 和 热源 密度 分 布 所 产生 的 影响 来 确定 . 

我 们 还 可 以 把 (3. 2. 10) 式 重新 写成 为 


ula, t)=| GG, £, DeCDaE 


+| | EG, É, € - v)f C5, r}dédrt (3.2.11) 


ETEL 


G (z, 6, D= F um (3. 2. 12) 


PARMAR., 它 是 热传导 方程 的 基本 解 . 

如 果 均 匀 杆 内 部 无 热源 存在 , 却 f(x, £) 20, 3E C3. 2. 11) 式 
中 第 二 个 积分 恒 为 零 ,于 是 这 时 (3. 2. 10) 式 是 (3.1, 25) 式 ， 因 此 ， 
本 市 所 研究 的 一 切 完 全 适用 于 $3-1 中 的 定 解 问 题 (3. 1. 1)，(3. 
1. 2), 


2 强迫 弦 振 动 方 程 的 初始 值 可 题 


若 虑 如 下 的 蝇 迫 荡 振 动 方程 的 初 值 问 题 
A (3. 2. 13) 


u(z, 0) — plr), ur, 0) — (x) (3. 2. 14) 
容易 签证 (3.2.13)、(3.2.14) 的 解 就 是 下 述 初 值 癌 题 

Ed —co«r«-oo0«t (3. 2. 15) 

u(r, 0) — plr), u,(x, 0) — pr) (3, 2. 14) 


aa em (3. 2. 13) 
u(z,0)20, u,(z,0)-—0 (3. 2. 18) 
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fu RETE RR 加 . 
齐 次 方程 问题 (3. 2. 15)、(3. 2, 14)， 对 方程 和 初始 条 件 关于 
z 作 付 里 叶 变换 , 便 得 出 下 面 的 二 阶 常 微分 方程 初 值 癌 是 
um 一 ^aa (3, 2. 17) 
&(4,0) 2$), 8,(4,0) — GA) (3.2. 18) 
其 中 a, 0 FG, 01, $00 5 FEg()], P =F]. H8] 
gj(3.2.17), (3.2.18) /& —r dl Ze A B3 — re co 2j Pe n 
问题 , RHC. 2. 17) f AG 
&(A, 0) — C, cos Aat + Casin Aat (3. 2. 19) 
根据 初始 条 件 定 出 C.— $600, C. PA. KRR (3.2. 
17), (3. 2. 18) 的 解 为 
aCA, t) - S (A) cos Aat iA) sin Aat (3.2.20) 
在 (3.2.20) 的 两 端 求 关于 A te Hp Bude M, AEST uz, t), 
mi ids — ig HR ede 


pto ote 
il. gle iam + TunT edA 
ib $e ikir "m ee JLA 
=I [pls —at)+ eir t at£)] (3. 2. 21) 
585 — dg A] En AE BR 73 
FL JOD sin dat =F] GO cd 
1 


因为 | » e^4B, 由 此 得 出 


A 2a! _ 


* iN2* 
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F^ Dein lat | 一 ix dl. BODe- | 
一- - J| coe “+dAdp — xj. prt £)4f 
zb | € (3. 2. 22) 


最 后 恒 行 出 问题 (3. 2.17), (3. 2. 18) 的 解 为 
| í(zrd-ai)-c-qe(r-ai), 1 [***' 
uu, ps PETE See ei. p 7 PEE (3.2.23) 
这 个 公式 称 为 达 度 信和 尔 公式 . 
非 齐 次 方程 问题 (3.2.13)、(3.2.16) 对 方程 两 端 和 初始 条 
性 关于 工作 付 里 上 叶 变 换 , 便 得 到 下 面 的 二 阶 常 微分 方程 初 值 问题 


je —a^3*à-- f(A, t) (3. 2. 24) 
&(À, 0) —0, &,(4, 0) =0 (3. 2. 25) 
其 解 为 ' 

(A, 1) — NC 7) inet a, (3. 9. 26) 


在 {3. 2. 26) 式 两 端 关 于 4 作 道 付 里 叶 恋 换 , 得 出 
EE GEL ainAa(i—c) -— 
ütz p= P go. niU O le dà 


丸 因 为 2inde(i—7) -| enag, 由 此 得 出 


Aa -üCd-:32 


u(z, t) - Jd. . EIU rje C tPdgda Me 


2al,i2x) laa. 
-x UU Iz FCA, rje € *dÀ RB a 
=z! | fp, apdr 
EAM 


a T3 « 
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故 得 出 问 题 (3. 2. 12), (3. 2. 16) 的 解 为 
wa D-l | fü radr (3,2.27) 


dr 


Be (3.2. 22), (3. 2,27) 得 出 问题 C3. 2.13)，(3.2. EDIT) 
Te 2 


ur, 区 一 二 platat) pleat) l Ef" ecd 
2.r—mf 
1 t dtait -r? 
ta uu EGLI (3.2. 28) 


Az, 从 以 上 过 程 可 以 看 出 . AEH EMH A s ARI AB n) dz 
3 Nn P: 

第 一 , bn Bu ace (bs Ee co fü A EE TI REEL, AA PR PE 
Hg 45 ER, 将 方 科 中 的 两 个 和 月 变 景 消去 一 个 , 从 而 把 含有 两 个 自 变 晤 
的 偏 微分 方程 转化 为 含有 一 个 参数 的 常 微分 方 积 ， 

第 二 ， 对 定 解 条 件 取 相应 的 变换 ， 导 出 党 徽 分 方程 的 初始 条 
ft. 

第 三 , 解 所 得 出 的 党 微分 方程 的 初始 值 向 题 , RR E RE IT 
解 的 变换 式 . 

第 四 , 对 所 得 出 的 变换 式 取道 变换 , 得 出 原 定 解 问题 的 形式 解 
BU XIX. 

第 五 , 将 形式 解 的 表达 式 简 化 即 得 出 所 求 的 显 成 解 . 


83-3 拉 普 拉 斯 变换 
BE ELRUR FE IB. OE ET HR AE i 73 EUM, 会 磁 到 许多 困难 . 车 
先 , Eu EG f] SERE HE HE HERE CEMEC, 00) 上 归 绝 对 可 积 
条 件 , 如 多 项 式 , — TR ERHECSRCK ECC ARDRE xx — AA PB. IU 
次 , 根据 付 里 时 变换 的 定义 , 几 须 要 求 国 数 定 义 在 (一 ,ce) 上 , fRE 


a P0434 
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车 要 研究 的 是 混合 问题 , 而 不 是 初始 值 问题 , 那么 就 不 能 对 变量 2 
.进行 付 里 叶 变 换 了 , 于 是 转 而 设 靶 对 时 间 + 进行 变换 , Mam ssl 
人 人 拉 普 拉 斯 变换 . 
设 天 四 为 定义 在 之 0 上 的 函数 ,定义 


e^t! f(1), £220 
TOE 0 <0 


并 设 POOBERUH ERASMI ARE, MWAH FIO. EAEE, 
uL 1 M —1ni (^ ET | 
fie) mue INEST 25 jdn 


ae] ee 本 len 


用 e "FOOTORE FLOD, H 


Lepr ad -cr-i E | 
Hb 一 站 | e |. f(bye- 9d n, ot 
A p—r—im, 

F(p- | (era (3.8.1) 

E 

注意 dp — ido. 就 得 出 

1 r trim i Í 

KO-gal Fe "m (3.3. 2) 


(3.3, 1) 3 (3. 3. 2) 正 好 是 -一 对 五 着 的 恋 换 式 , 称 (3. 8. DX 
F(p) =S= fe ut (3, 3. 1) 
7 


AER F) 的 拉 普 拉 斯 变换 , LF) 为 信函 数 , FUCO SR IRSE. p 
为 一 复数 ， 称 43.3, 22/9 FCD) iir BERE NIE SE Ho. 记 为 


Ko-LEegL[ Flperdp (8.8.2) 


RTh pub HA MOX 4e a AiR, cds dd (3.3.1) 


* 105» 
1 


振动 论坛 http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 


(3. 3. 2) 进行 , 此 处 不 讨论 了 .为 了 解决 求解 问题 的 需要 ， 我 们 在 
Fx IV 中 给 出 拉 普 拉 斯 变换 表 , 供 读者 查 用 .在 求解 时 ， 要 用 到 
的 拉 普 拉 斯 变换 性 质 写 在 附录 ITE 中 ,以 便 帮 助 读 者 领会 方法 ， 


53-4 拉 普 拉 斯 变换 应 用 
AH $ 3-3 中 拉 普 拉 斯 变换 , 就 可 求解 甘 振 动 方程 ， 热传导 方 


程 的 混合 问题 的 解 . 
1 弦 振 动 问题 
I EE Amps 
u,,— aun ft, 0200, 0 t (3. 4.1) 
ux, 0) — 0, ur, 0)—0 (3. 4.2) 
TRAN £) = 0, limte Gr, £) =0 (3. 4. 3) 


4 UG, py uz, t) X-F Ett 0 AEEA e 5E d y 
Ff (3. 4.1) 作 关 于 变量 的 控 普 拉 斯 变换 ， 并 利用 初始 条 件 
(3. 4.2), 得 到 二 阶 常 微分 方程 


U,.—p a )U -—F(p)ja! (3, 4.4) 
其 中 
Pef fe (3. 4.5) 
(3. 4. 4) 的 解 为 
U(z, p) — Ae?*/*-- Be**- CF (p) /g*] (3. 4.8) 
AALA RIREO 4. 引 ) 作 关于 变量 6 hh tiet, 有 
UQ.p)—0, — limU,(z, p) —0 (3. 4.7) 


根据 (03.4.7) 中 第 ARRA A=0, 现在 利用 (43.4.7) 中 第 一 个 
条 件 , 得 到 

UCO p) — Bt LF(C) /p1—0 
* I06 * 
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因此 
Ue, p) -LFCp)/p^i1—e e] (3. 4. 8) 
(a) 34 f—f,- EH, | 
pu l -prse 
Ux, p) Me / ) (3. 4.9) 


fs E , 2 po. 
2 ( 2 i Lc 


a 
(3. 4. 10) 


(5) 34 f(t)-— cosotCo JE BO F, $i FG) — 2/7 T $9), 


因此 
U (z, P) =- llene] 
一 dl 7 s ts [Ceme] (3. 4.11) 
X B3 25 
ore P (1— eosc£) = fsa (SF) 


& Wt) sin? ($1 利用 近 普 ESRAR T, 我 们 最 后 
得 出 VCx,p) 的 道 变 换 , 即 比 问题 的 解 为 


fin rov -2)] za 


"x, £) = 
ETO) ix.xja 


(3. 4.12) 


2 热 忧 导 和 问题 
求解 半 无 限 长 细 杆 的 热传导 定 解 问题 


* 107 > 
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|o Oc r«-oo,0« (3. 4. 13) 

u(z,0) —0 (3. 4. 14) 

luco, £) — tuts, lim u(x, 2) —0 (3. 4. 15) 
qb 


Ehk, to 均 为 常数 ， 
UG. pE ule, i) XE pue min, 对 热传导 
方程 (3. 4.13) 作 关于 变量 上 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 得 到 二 阶 常 微 分 方 


程 
De 一 2 一 0 
外 为 参数 , 其 通 解 为 
JEFE. PEEL 
U(x, p = Ae * +Be €* (3. 4. 10) 
BONS XLI RIEC. 4. 15) 作 关于 变量 t 6rd PNE, A 
U(O, P) = to fP, im Uz,p)-0 (3. 4. 17) 
me 4.17) 中 第 二 AUR AS 有 4 一 0 再 利用 (3. 4.17) rp 38 
U(0, p) — B—ugfp 
因此 
U(z,p) mu it (3. 4. 18) 
因为 
-中 各 = Hp . 4. I9 
L E , (3. 4. 18) 
由 拉 普 拉 斯 变换 的 位 移 性 质 GO, 得 出 
LV REN. YF 
Lb '[s ü 了 一 e ^ LO[e ü | 
E EUE-EPEUD E X RE 
VEN CUONEC (t7 n 
L^! e jer dy 


* I08 * 
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再 根据 拉 普 拉 斯 变换 的 微分 性 质 2, 可 得 


所 以 


元 -于 "I pe ats 
e NERGILL——— MT 
^a NET "LIE 


最 后 , 由 拉 普 垃 斯 变换 的 益 积 性 质 了 ,得 出 


ERE, 
uz, D= Mee a ] 


E 


(3. 4. 20) 


Li 
zu [. 1 io aTa gr —— (3.4.21) 


Soas alia ry 


如 令 A—0, n= (3. 4. 21) H2 Jj 


utm, ium e^" dn 


is | 一 ez Cn) — userfe (zr) 
其 中 | 


ELA -| -"?d 
erf( 二 i ) ~ To e B 
(3. 4. 22) 
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分 别称 为 误差 沙 烟 , 余 误差 函数 ， 注意 , 前 面 已 称 (3. 4.22) 中 第 一 
个 积分 为 慨 率 积分 , 或 误差 积分 


求解 右 限 长 细 杆 的 热传导 定 解 问题 
p gua, | Ocr«l, Qc t (3. 4.23) 
ur, 0) — us, (8, 4. 24) 
l0 p) =H) (3. 4. 25) 


ErERSH, Fiul, DETER tCüBRbDEDPERSSgA, i22 
U(z, 了 )， 对 热传导 方程 (3. 4.23) 作 关 于 变量 + ph pota o, 
得 到 二 阶 常 微分 方程 


UAU = Eg 
了 为 参数 ,其 通 解 为 
U(r, D=0h Lr- Csch Payt p (3. 4. 253 
再 对 边界 条 人 忻 (3. 4.25) PE XP P Rt 6 br de po Hp ro 
U,,p)—0, Ed, p= - (3. 4. 27) 
根据 这 组 条 件 定量 C==0,0s 一 -一 二 =， 从 而 得 出 
pch> P4 
tK 
peras ch Y Ps 
U(r, P) AT s prr (3, 4. 28) 
a 
TER. 4. 28) B) I ER, H 
"uu 
1 f'*t'"|uy ,u—u ch Bi 
ve gr), + err Gem 


就 是 (3. 4.23) —(3. 4. 270 RRR VAR EETE RI A (3. 4. 29), 
[5] 25 32 i aU ES CAE TS EI n, xU (e, 0025 RIAR. MERU 


- IID * 
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dry HER p 
m S a? x6 u 1 z u e 
Po — 0, Bp ij? (* i) 了 E— 1, 2, 
WARE pi ER. Ent Ue TEX Ee HR HAB) BR CRT aR 
-得 为 
Res[Ue*' ]- u, 
ch 5 Ps, 
ResLUorr] e Pt me. o 6 gne 
PP. MPs sh^ fig 
LH 
L27D* Qi us) Lu p 1 VEZ, ui QE) 
i G 2j ^1 


1 
I (z—-5) 
JR 6 RE RFE, 我们 将 (3. 和 29) 作 为 形式 


u(x,i)-u d 20 t) 


eo QT x 2 141 
— Ln c : 
NE 人 


+ Eh 
Jk S62 ARA EAR Be us E a 27 ge Ud RA EE 
解 问题 , 其 主要 的 步骤 如 下 : 
第 一 ， 选 择 恰当 的 积分 变换 。 对 这 个 同 题 可 从 如 下 两 方面 渤 
JE: 首先 应 注 便 各 变量 的 变化 范围 , 付 里 时 变换 要 求 作 变 搞 的 自 变 
$t fi — 20, t eo ALIS (E, br p bz Bp AE SR EGK PE S P ar Ep ERTE 
(0, 十 00) 内 变化 ， 其 次 , 要 注意 定 解 条 件 的 形式 , 对 某 自 空 量 取 拉 
普 拉 斯 变换 时 ， 定 解 条 件 中 要 给 出 该 自 变量 等 于 零 时 的 遂 数 全 及 
共有 关 导 数值 . 
"111， 
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第 二 ， 确 定 定 解 条 件 中 哪些 需要 取 变 换 , 哪些 不 需要 取 变 换 ? 
一 般 说 来 ， 几 是 对 方程 取 谈 换 上 时 没有 用 过 的 条 件 ， 都 要 对 它 取 变 
Be, 使 它 转 化 成 为 新 方程 的 定 解 条 件 . 

第 三 , 如 何 求 出 逆 变 换 。 解决 这 个 问题 的 方法 是 计算 积分 , H 
求 道 变 换 , 可 用 复 变 随 数 中 的 留 数 定理 ， 特 别 值 得 提出 , AOAR BERE. 
积分 变换 表 的 办 法 求 首 亚 换 , 是 十 分 方便 的 ， 


SZ J 题 
1 求 下 列 图 数 的 付 里 叶 变 换 
(1) ŽIA (a0 为 实数 ) (2) e (q40) 


(3) coa prh, singz? (o> e 
(4) etir! — (m0) 
2 WR FTH Blu i nE x 


a) LL sinkt] m fr k IRA. Rel >o 


(2) LUcoskt] — -rfr k X3. Re(pi—-0 


(3) L[shat]— E 


Re(g)-— al 


at' 


(4) Lüi"1-—5 
Pp 


mti 


， mAE# Y, Reno 


3 —EEHRHEPIA EDN, HRe, Aa o3 A wa,- 
.0) = Te " !*(a720, Sc Ee, T Sm B0. poH Emm Eo. 

4 一 根 半 无 陵 长 的 均匀 杆 ( 无 热源 ;,， x-—0 B —fWPRBRY E, GO dfe 
fA. 30 hd BEGdBplD w(z,0)—e67*. JAGETFEBUI E o A, 

5 求解 热传导 方程 uw —auwl.(—cox—-ro,0-1) 的 柯 西 同 题 ， 已 
$: (Dale, 0) = sing, (2)u(z, 0) —2:-|-1. 

6 一 根 半 无 限 长 的 锣 杆 , "8938 [6 1 3€ 25 e, n 系数 为 ex = £} 
40 35 d ACT EL RUTEAN PA PET. ARA 

fes Gu, . 
uuu, 9) =0, —ktu, (0, £) —Q 

«i12* 
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试 录 细 杆 的 温度 分 布 , 这 里 把 a. Q bol e 
7 ETIE HA 


Ja Zt =, Z0, gL0 


u(0, y) 91 
ls Ü)-—l1 
8 求 上 于 平面 内 静电 场 的 电位 , 即 解 下 列 定 解 问题 
uze Tuyp D, y77 0 
fu (x, 0) — f (2) 
lim &-—0 


T+ yiye 


"AERE SCRI Po RD D LE S an PARTE SE fc A DRE 
上 ， 一 个 天 小 为 F 的 集中 横向 力 从 上 一 0 时 在 点 z 一 0 开始 以 常 束 v— 2 


Hrem. Ri EM EIE XLI AR EO DER ¥ Cz, £5. 
10* 设 有 一 杆 , 它 的 一 端 固定 ， 在 另外 一 端 受 一 外 力 下 一 Asinmt 作用 ， 
HE e R AR AAR, 此 时 杆 的 然 向 株 动 问题 归结 汶 
ue OE, OIL 
dus 05 -=u (x, 0) 一 站 
u(D, £) —0, Eu, CL, E) — Asin wt 
Et EAE ESI mE. Ao HAR. AREER NARR, 
1 ARR PEE R A aA FE An T e E i 
(1) uiz, 0) 2 cx^, wr, 9 — 二 
(2) uiz, 0) =asin fax, miz, 0) —rshox 
Ap a, go 是 常数 ， 


12 RRR RAHE: tuSu tH B) 0 8B E Bux, 


TEST 
Q0) =Ü, u (s, 0) =r 
13 BHE ET E GE ea D a A a e: 
0 
Uc ee 
14* RATE Er 7; Fitur P3 [5] EIL BS R: 
€I13« 
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ay — 0X. goo, «ct 
ux, y, D = sing. siny 


IH 录 
ELM LEE TEE T S 
1 和 付 里 时 变换 是 线性 变换 , 即 
Flafi- 8fs]—aFLfil + BFLfs] 
Eha HELEEN. fida f. EE BS HL f TREE RESP HR 
t. 
2 可 施行 付 里 时 变换 的 任意 国 数 方 和 产 的 卷 积 的 付 里 时 变 
换 等 于 六 和 产 的 付 里 叶 变 换 的 乘 航 , 即 
F|fi* fa] =EL] FLfzl 
或 
fit fi—F'DPLFO- FUR) 
3 本 施行 付 里 时 变换 的 企 意 国 数 六 Rf. PREIE map 


变换 等 于 户 和 产 分 别 施 行 付 里 叶 变 换 的 着 积 村 以 z, H 


FUfi fl 5 FU] FES] 


fifa =s E IFEA] * FUR) 
4 和 如果 FO). POETRI NR, MA [e ->eo 
B, fCr) 0, mA 
FLf'(2)]  —iAFLfGD] 
56 JUR f) FC) ERE Mtr AE UE SEP, 则 有 
FLizfG)]- ZPLf] 


+ 114 
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U 积分 恒等式 的 计算 


pre . f ix-i5 
| cosA(z—£)e^? *''4A— Tr, E, 1D) y oti 
9 


Fan 10 


(2.1) 
4 a=atC>0), f= (—4&), WR zs, £, 应 为 
NES ABe- 7*dA— Ha, B) (2.2) 
WEE « HERDS TD A 后, 则 得 出 


tm a dr (0, B) 
= sim A dA -— I. 
| STAR 7 4f 


REEL EXE A8 2 BEAR Ji. 则 得 出 


dil(m,B) V1.. 24] 9705 
x7 m LL Afe b. 


—B [7 confe nda =E 1a, m (2.3) 
性 式 当 把 w dài IJ, ERTS ATA ERE m OB) — p Ve 
分 方程 , 因此 , 它 的 解 应 为 
m B)-Ce **, 0 一 任意 常数 。 (2.4) 
训令 8- 0, H. 4) fI C2. 22 X fi 2 LH 


+o +o 
e—1I(a, o-Í e "dà - -+Í P A e 
ü n 


"7 Va 3 
(2.5) 
于 是 由 (2. DMO DEEEH 
iude los ia (2.6) 
a 2 


Xp o ME ISAAC ACG. 6), 则 得 出 
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or 一 点 
Iz, É, 0-2 7 gb 


2a4/ t 
EGO DAZA H, 
II 拉 普 拉 斯 变换 的 某 些 性 质 
1 $PfODAÁACOSEqSmES, a, 月 是 任意 两 个 实数 或 复 
$r. m 
L afı +t Pf] 5=aLl fi] +ALL f] 
2 Rf FORES MEEA OCD AERA 
3x, mi 
LUf'(t5]—2L0fCt)1—7(0) 
或 
L[fi"(t)]—prLUft)yvsr- fqQ»n—sr-^fG) 
— enee fT) 
其 中 f*(0) 更 解 为 有 极限 值 Tim OG, 
3 E JOERAZ, 则 
FULT = LL- Heo] 
或 更 一 般 地 
ESLUGY)- HEC tO] 
4 《相似 定理 ) 设 27-0, 则 
Z[fCai)]= 二 到 (三 ) 
5 GEREM) 
L|fit—-)]—-e' "F(p) 
6 (CHEE) 
F(p— p) —L[efs!f(t)] 
7 CEREM) 
a 了 了 而 + "I 
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LLfiCt) + fi($)]— F (p) -Fp) 


REEM duR F= P ERAR, 并 且 满足 条 件 


i， 它 的 所 有 极点 2 都 分 布 在 半 平 面 Ress 上 ; 
it， 有 一 敌 网 局 Ca 存在 , 设 0; 的 半径 为 Rn MA. 
(P| = Re RRR Ru 06 
ERRAK C. E FRF arg? 一 致 地 趋 于 零 ， 这 时 F(tp】 n 
JC ER c TEL RR DÀ 


f(t)= S Res[FG2)e^'] 


特别 当 p, 为 一 阶 极点 时 ， 
fiy Eras 过 - přit 


177e 
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hd 


IV 积分 变换 表 
E Lez E: 
* m m 数 Ed hé $r 
fin GGD — Ff] 
fun GAFF] 
qon "n GADXFUf] 
favet G(A—a) 


U fico fia — nde 


{ h —viur 


r — 
fu» lo X 他 
(0, t«0 
Y = 
utt | Loro 


uite nU. Go 
e "n gr 
uctj)i 
ult^sinat 


ui(tt'eosat 


ÂE) 
epos m f£ 
aln cct 


sna 


ss jls" 


Qo OO 


G CAG CA), 其 中 如 是 
HON DIE UE 


2h RIGHE 


n ÓCÀ--a) --Ó(À —a)] 
im[Ó(A-- 8) —Ó(A—a)1 


az, |A|xa 

(o dnb 
_ Aw 

È ES 

wt 直下 -个 
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象 原 BOX 


l gioi — God b 
0, ior: b 
e (Re(n) 2-0) 


——| ———— -——— 


续 表 
E EE qe 
E [gfatuti)..g x AT 
A--o 


(zyes 
jT; 


ros 5t? LAM EOT 
( ) coa T T) 
i 
sin nf XM inl- 4 i) 
(C e 
|z|- (Oc Reto) «D [ze (1—5) sings 
1 (28) F 
EN ES 
ne Gita) [eim] 
tx poe E E 
fu F(p) «LU 
(— 0f) Fina) 
í Fin) 
d P, 
(fdr ; 
fa» RENI 
entftt) Fíp—p 
[ROR dr Ffp Fg, KEFE 
(t fici Wtr i E k 
ftf | 1 
f^ t | i 
uik) -= T. 
1o (0 p 
T 
p?! $—a 
in (n7 —1) LAW 
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e 
shot 25 
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eha 235: 
e "ano & 
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- plea 
at ——————————À 
e~et epsa odar io 
-nih T'ina 1} 
eati” {gm — 1} pa 
vit 
y! ERE 
l1. E 
VU Np 
1 
JV) v pi—l1 
] -1 
Jal 0) d 
qa " » 
x ine eT erte( 7) 
* 
1 1 -£ 
—;— C082 ct 一 天 一 二 ! 
rS x p 
E 
| naa ame 
: l -ov (l0 
— eeF (go ) 
SH (zz ;) P 
LL l -evy 
nt i 
a 
erf (4 ai) 
P~ pHa 


" 120 -* 


振动 论坛 http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 


PAR EAA FWAR EnA 


AHERN HE TARAH EHR THRA, p RE 
JEA K HRA A — MUBERA, BARRERES. ERRAR RRR EEE 
想 是 : 先 求 出 偏 微分 方程 的 所 谓 “ 通 解 ”再 使 这 样 得 出 的 通 解 适合 
初始 条 件 ， 确 定 出 所 要 求 的 解 ， 达 产 伴 尔 法 还 可 以 推广 到 三 维 波 
动 方程 的 柯 西 问 题 ， 值 得 注意 ， 这 种 解法 不 能 随意 地 扩大 到 一 
55 a bta 25 RE. 


$4-1 ZRA TE EB A BH CIN 
1 AMRAN 


RALAR E HIRS E EE RE 
(u,, 一 a^ itus, —co«r«-roo,0«—i (4. 1. 1) 
lu(z,0) - p(z), u, (z, 0) — $7) (4.1.2) 
其 中 o(z)5 Cry AECA. ELT AERIS CA. 1. 1 5(4. 1.2) 
的 和解 法， 
作 自 变量 的 替换 
£—z—at, n-zrtat (4. 1. 3) 


TFI S Lr ER CEA ER, 得 出 
2u 2ug£ 2u3m 2u gu 
Br oG£ígr dg2z OE Om 
Q'u Ju | du 95. afu 4-2* en 
3 -5 zT d HEr EF t3n or 


a 


一 2 


Hes 
间 理 有 
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J u 9 
T a| Spr- EE on r] 
将 上 述 二 阶 导数 式 代入 C4.1. DA, H 
RESI (4.1, 4) 
H L 4) 式 对 积分 ,得 出 


JURE E f FERTIER I, FORE LSU E BU, 得 出 
U(E, m= [FEHR EFOD (CES 


利用 (4.1. DRRR oie Bg de Et m, t, Ah | 
u(z, i) — fi(a—at)-- fair at) (4. 1. 8) 
H f fe TR e RUSSES AHN af 
Wrik(4. 1. 60869; 2525 CA. 1. D a5 8g. ERGA Ar Fi AR. 
uL 5A, ox NU ORHELM. XR AUR — R BEO TH] 8I 
好 条 件 {4.1. DAREA (4.1. 6) rRBS PAP TEXXES A 5 fe 为 
J£, E CA. LORRA mH A Fb C4. 1. 20, 就 得 出 


fiir fix) tz) (4.1. 7) 
—afi(z)-afi(r)—w (zr) (4. 1. 8) 

3301.8) BU - UR (4H 
-afi n) rafit) m J^ $ COdr-4-C (4.1, 9) 


ithe AXbincgBS E, COM REGE UU Rl HR. 由 LD 5G 
(4.1. DAAH far). 与 fkr), fii 08 


fioe eG) n b(t) dr— (4. 1. 10) 
AGO 一 到 gp(zZ) 十 六 | TOLER (4.1.11) 


JFL ORP a RR aot, (4.3. 11) sf RE atat 后 ， 再 
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TRACK. 1.6) rn BE 


Cuz t) PETN Ee aD Lf pade (4.1.12) 


利用 直接 微分 法 可 以 验证 ， 当 疼 数 eG) 是 二 次 连续 可 微 . BR 
HPE) 是 -- 次 连续 可 微 时 ， 表 述 式 《4.1.12) 必 是 初始 值 问题 
《4.1.1) 与 (4.1.2) 的 解 。 我 们 称 解 和 的 表达 式 (4.1.12) 为 达 朗 悦 尔 
公式 ， 则 时 , 从 求解 的 过 程 中 可 以 看 出 解 龙 瞧 一 的 , 又 从 述 朗 们 和 尔 
公式 使 我 们 容易 看 出 解 星 连 续 依 赖 于 初始 条 件 (4.1. 2) 的 , 即 初始 
ATE CALL. 2) 作 微小 变化 时 , 解 (4. 1. 12) 的 变化 也 是 很 小 的 . 


2 达 朗 们 尔 公 式 的 物理 意义 

M. Bl] dao pp VS RIDUR I, (4.1.1) 55 C4. 1. 2). HURE CRAN 
个 国 数 fi(x—at) 与 f(x 十 at) ZUM, BEHE— ZEE 40 x8 SR TE 
(4.1.2) AEA fi(r—at) 5 faz at) REGN. PLE; 
ELSE CE EP RAA Jaat) 5 felirt at SERERE S X. 


e 
ucfix—at) (4.1. 13) 


闲 为 它 是 自由 振动 弦 (4.1. 1 的 解 , 于 是 给 出 二 不 园 的 值 ， 就 可 以 
得 出 荡 在 各 个 不 同时 刻 的 振动 状态 ， 当 在 =0 时 u— fE) 它 对 应 
普 纺 的 初始 振动 状态 ， 如 图 4-1 所 示 ， 这 样 当 经 过 时 间 {之 后 ， 


PH i!l [d 4-2 
2 f(x—at), 因而 振动 蔬 的 外 形 保 持 不 变 , ELE Co. CE ri I Dj 
于 原来 的 图 形 向 右 平移 一 段 距 离 at， 如 图 4-2 所 示 . XX GEDSSUU US 


= J23- 
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Hj, 24 J; P C4. 1. D 9 fgg R79 CA. 1. 132) RS, I p T fn] 6 ud RR. ux 
线 上 的 质点 的 氢 动 所 构成 的 外 形 是 以 常 速度 & IRI c ph EZ; f PR 
B5. Bib.u—f(r—at)3ézk&—- LAXE RE a di x $8 EZ: ruf SE TT 
IE. 或 称 为 正 波 . 
完全 同样 , 形 如 
u— f (z-- at) (4.1. 14) 
I) E Eo — T DARE a ii x 8853 23 9 fei o Ty EAE. 如 
图 4-3 所 示 ， 


图 4-3 


从 达 朗 偿 尔 公式 (4.1. 12) 可 以 看 出 ， 自 由 振动 纺 上 的 任意 初 
始 扰动 , 其 后 的 影响 总 是 以 行 波 的 形式 分 别 向 两 个 方向 传播 出 去 ， 
传播 的 速度 俗 好 是 荡 振动 方程 中 的 常数 a ， 这 就 是 达 朗 倍 尔 公式 
的 物理 意义 ， 


3 ”依赖 区 间 , 决 定 区 域 和 影响 区 域 

从 达 朗 伴 尔 公式 (4.1. 12) 还 可 以 看 出 , 解 在 (4, 引 点 的 数值 仅 
HART e i EEEa — at, z+ 内 的 初始 条 件 , 而 与 其 它 点 上 的 
初始 条 件 无 关 ， 区 间 [z 一 at, x 十 at] 称 为 点 (z, DRRAKE, 
是 由 过 (z, ) 点 的 两 条 斜率 分 别 为 土 二 的 直线 在 z 轴 所 截 得 的 区 
间 ， 如 图 4-4 Bram. 

对 于 初始 轴 4 一 0 Eit est] iE e i ERRA 
二 的 直线 = 一 zi 十 mt， 过 zs MPIRA- WER =r at, E 
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图 4-4 & 4-5 


们 各 区间 fc 22j 一 起 构成 一 个 二 角形 区 域 ， 此 二 角形 区 域 中 任 疙 
一 成 3; 二) 的 依赖 区 闻 都 阔 在 区 间 [z, gs 的 内 部 ， 因 此 , 解 在 此 三 
角形 区 域 中 的 数值 完全 由 区 癌 De, x) Els ha BEIRAE. gts 
此 区 局 外 的 祝 始 条 件 无 关 , 庆 个 区 域 称 为 区 他 bz xzg] 的 决定 区 域 ， 
如 图 4-5 所 示 , 表 示 姑 下 

多 十 要 YY 人 (4.1. 15» 
如 果 干 初始 时 刻 ( —0)3Ez OE SIR BED, z:] 上 有 一 扰 

动 , 那 束 经 过 时 间 t 后 , 受到 这 扰动 影响 的 范围 由 不 狠 式 
t tr (£20) (4. 1. 16) 
所 限定 , Tür 4E xXx A pe 38 7. PPox £X USA T 9 IER SR. 在 (x, 0) 3E BI EF. 
(4.1. 16). 表示 一 全 区 域 ， 如 图 4-6 所 示 ， 这 区 域 中 的 任意 -点 
Gro, to 是 受到 扰动 的 影响 的 , 具体 地 说 ， 在 位 置 ze 处 的 足 线 上 的 
质点 在 上 时刻 和 一 定 会 受到 初始 扰动 的 影响 、 有 而 在 此 区 域外 的 任意 
一 点 ， 其 坐标 表示 在 某 一 时 肇 中 某 一 点 还 末 受 到 抗 动 的 影响 ， 瑚 


a j5 
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地 ,我 们 称 区 域 (4.1. 16) 为 区 问 [zi,z2j 的 影响 区 域 ， 从 而 , 在 这 个 
ped e.a, £) ir ELE SEU C RT Urs, m] E BS TURA TERI RETE, 而 
TEIX I 9b. ur, DRAED ZIKE e. m2] EB 0 45 I 
a], 

MAD [BI e, a ] Cl Y, Ex, mo]. 不 得 到 rof xU) BE 38 xd. 
Zo [P ASHÍEr—rQ—at 与 try at 
所 组 成 的 区 域 ; 

to atir r tH ai, ($0) ( 4. 1. 17) 

如 图 4-7 Bm. 


$42 三 维 波动 方程 解 的 泊 松 公式 ”球面 波 
前 节 我 们 已 经 过 论 了 了 荡 振 动 方程 (一 维 波 动 方程) 的 证 巡 什 问 
WE. RA TERRAN TCR IE— SE s 7 FB 


始 值 问题 : 
(u,, =a zz tyt un), ~ ox, ,Loo OE (4.2.1) 
luo e, 7,2), u,] 0 一 P Gr, Y, 2) (4. 2. 2) 


对 于 这 样 的 定 解 问题 , 3241052405 Et 8 4-1 的 方法 ， 先 求 (4.2.1) 
fj B £87, 再 令 其 适合 初始 条 件 44.2. 20, 定 出 原 问 题 的 解 . 

在 解 题 过 程 中 , od RJ; (XS UL, TES LACER EET eR ERE n, 
Hj. Fi] Hi^iz 2: E R3 RU. 最 后 令 其 适合 初始 条 件 , A E 
HURE. 

l 球面 平均 国 数 

设 于 为 空间 任意 一 点 (x, y, z) ur, y, 2 在 整个 空间 连续 只 有 
直到 : 阶 运 索 异 数 的 任意 风 数 ， 我 们 引入 一 个 国 数 uC, 0.0 
a(M, OTELA M, io: 7 AFIRE SP 上 积分 的 平均 值 
ie] pn 048 ec iR dw (4.2.3) 


s% ， 44 Ha 


ur, 
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其 中 球面 上 的 微 元 面 和 dS 二 risin9adddp= 一 rid0, dos sintdüdg 
KALPAR. Pie r AH E ENAIRE, 4u(nQ0jh 
t3 t FER S, 村 区 为 球面 平均 函数 ， 因 为 a 42) 的 自 变 量 的 个 数 
比 起 «CM, 蕊 的 日 变量 个 数 少 , 所 以 研究 起 米 比较 方便 - 些 . 
A C4. 2.3) 容 易 得 出 , 当 £— t n0 f, 引用 积分 中 值 定理 后 
有 
z0, to} = limaütr, b) — lim uCM", £4) — nM, fo) 
Hi 
u(O, £5) = ul Mo, fo) (4. 2. AY 


2 泊 松 公式 | 
设 (4, 2. 1) 有 解 存在 ， 下 画 需 要 求 出 解 的 表达 式 ， 设 So 所 
围 成 的 球体 为 DM, 将 (4. 2. DAURAR QU 取 二 重 积分 后 得 出 


M fuer = [fF athnay (4. 2.5) 
aM eH. 


HF SV -—r'drdo, 所 以 (4,2.5) 的 开端 的 积分 


站 er 一 z||| wav -下 m 


M. Mo 
gu? 四 s 


=4 


x a [acr Dr'*dr 
gt? ja i 


(4. 2. S03 a RU 


e [f onam - JU Ee) ) er 


or 


高 斯 公式 ael 4 " 
is E (fete 人 (n, y) 


M 
iz" 
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du — 9 du 
t3,*99 (n, a) d8—« Tias 


e[[995 eg o 2[[9* 
=g ME dc-—ar ES 
8M aM 
nn | 2H pip Z 
=ü" r [fito =A’ r A [udo 
sM, s». 


Andr San, t) 
把 上 面 结果 代 人 (4.2.5) 式 得 出 

Zac. Dr *de! =ar Par, t) 
ERAT 了 求 导 后 得 出 
2 | ü(r, 0r |=? Zi rat, )| 
PSURERLA v^ 得 出 
Qnr, t) = AEDE Zal, 2] 


a 12 2" [rz(r, £5] 


: us (4. 9. 8) 
Bl 

Urat 01-2 S Erat, 0] 
Z v(r,t) -rü(r, D, 上 上 和 式 可 写成 为 

Urr = (Or) (4. 2.7) 
"E53 5X e 7; Te358 4e E10, RB A2 

itr; Dh (iI- Ly (er) (4. 2, 8) 


共 中 fi fà AEXEHR TUR CPU EE GE ER, 


* 128 * 


振动 论坛 http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 


LA TÆRER HA DUE. EE v(r, rer, 
£), "fAnec0o, 20—0, A (4.2.8), & r=0 hi, (4.2,8) 式 可 写 


成 为 
Oz filt} tfal) 
即 
fict) —fiit)— —fG»)7O)AE Ie (4.2, 9) 
FF e—rud4ACL 2. 5X, HB F C4. 2. DARE 
nm-f(t-L)e-q(r-) (4. 2. 10) 


上 式 两 端 对 > 求 导 后 得 出 
a l| 7 | ka. 3f 
al ar GD Gar 9) 
4 r=0, t5 t Bf, 上 式 可 写成 为 
ECO, 5) =u( Mo, io) = Ef (to) (4.2.11) 


AAN AEC 2. IOA r, t 求 导 后 得 出 
Arira) 


ORIG] 


A BRE An UA 
Jra) Idiru). 2,9f.i. 7 
an m ei EP G 7) 


ERA 6—0, r-ak 则 得 出 


J(ru) , l3í(rms) 08 p 
| ar aF at "ELE Cto) 


以 此 式 代 入 (4.2.11) 中 得 出 
«tss t) =| S Gri) 


1 
Li 
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HCA. 2. 8) iffa a AEA, 则 得 出 
cai MPa Eas he 
& Mo ss 
， 则 得 出 


将 初始 条 件 (4.2. 2) RAJ, HE Mo to) 中 肢 标 0 
(4.2. 15, (4. 2. 2 fg[ S] 2858 AE 


(4. 2. 12) 


«LO — ur I 


令 后 为 了 计算 方便 ， 党 把 (4 
2.12) 化 成 成 面 坐标 系 ， 为 此 , 区 
引进 坐标 变换 关系 : 

—-z-rrsinÜcosq 
+rsinf sinp 


=y 
n z-rTcosÜ 
QuOs.m, Os.qz2m 


AIR 4-8 Bian, ATCA 2. 12) 可 写成 为 
ulr, y, z, 6) — e <| "| eG rsin&cosg, y+ rsinÜBsing, 
Ama "RE ü 
z-FrcosO)rsin8dÜdq | 


tu. : | p+ rsinBeosg, y-- rsinQsing, 
z--rcosÜ) rsinOdÜdg |... 
(4.2. 13) 


TA HL TRE A R Tte a 73 te 


FF. =a es 十 gg F 8,4) 


例 


fif Pa [nd 
了 | Fg*z, u, | =a —0 
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解 ” 由 (4.2.13) 式 得 出 解 为 


] 2 


um. gy, m b TE 


PEN 
T |'at(2-- at sin8cos)* 
6 40 
+ (g i atsinÜsing)?(z--atcos8)]sin0dódq 


=p i irata Aa za +A maty*z 
Axa ci 


十 n | 一 各 十 只 在 省 十 y'z az 


3 泊 松 公式 的 物理 意义 

为 了 形象 化 ， 我 们 研究 局 部 
iksbBsfedm. (IE dà dA cm 
qI0,9420, '(EBSIBIAX- 
丰 限 区 域 To 内 不 为 零 . 考虑 v 
XI AE nM o IHR, rr eR Ru 
点 M. Ffili u Ma, DL 
38 (4. 2. 120 3X, FRI A A n, 
? 在 球面 Sa KPIREN. H | HB o9 
AERE S84 BIB TORRE, sCM, 1) APTT, 5 WU 
u(M,., t£) -0, 设 # 'sD ^ iso M, HER T, 的 最 近 点 与 最 


远 点 的 距离 (如 图 4-9. 显然, 当 EL =A, 球面 545 RH T, 
相交 , PED uCM, 2) —0,. EGER UE ZUDU MEER ERE GAE Mo. 2 


" = -Pa, 球面 Ss IST, 部 相交 , 所 以 uM, t) =0, 


这 时 点 型 。 处 于 抗 动 状态 ， 当 0» 65 PI, RESH 又 不 与 Zu 


相交 , 所 以 uw Me, £) 二 0， 这 表示 抗 动 的 “ 阵 尾 "已 走 过 这 一 成 M v. 
- 31e 
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三 维 空间 中 局 部 扰动 的 这 种 传播 现象 称 为 无 后 效 现 象 ， 

X BTE RCE, n, OET 的 初始 扰动 是 向 各 个 方向 传播 的 , 在 
Eri £ 它 的 影响 是 以 LE, 刁 为 中 心 , 9t 为 半径 的 一 个 球面 上 ， 因 
此 解 (4.2, 12) 称 为 球面 波 ， 


$4-3 降 维 法 一 一 二 维 波 动 方 程 解 的 
泊 松 公式 ” 柱 面 波 
现在 我 们 研究 二 维 波 动 方程 的 初始 值 同 题 
=A? r com, y oo, 0 (4.3.1) 
uli.o— pr, F), W | a0 =H Gr, y) (4. 3. 2) 
我 们 利用 84-2 rj — HE ik 2 75 P A68 18 I] ELA FU E JR: CX 3E 这 个 
问题 . 3X e DS] DADSET HIS IERI C LAEETE) REI Ru C, y, t 总 可 以 看 成 
9pm ERE Cz, y, 2, RRAN SC, y, z, 6) u(x, 9, 00, G5 
自 变 量 zy. 因此 满足 三 维 波动 方程 
H =a (8, t hyt 8,.) (4.3.3) 
了 及 初始 条 件 
&]i-»— o, Y), 8, liz — Cr y) (4. 3. 4) 
其 中 eG, y), OG, 9) HB. CUL Zo "iz [RI Gr. v, e) RS ERR. cs 如 果 
UE IRE E Re B E ABC EEA. 3. 3). (4. 8. 4) BRE aC, y, 2 OE 
一 个 与 自 变 量 3 ARHAR, WERTER ARAI a R IAHE 
为 二 维 波动 方程 初始 值 问题 C4. 3. 1), (4. 3. 2), 
四 此, 我 们 如 果 解 出 三 维 波 动 方程 初始 值 问题 (4. 3. 3)、(4. 3. 
4), JF RE JEB zx I T] REL RO ARE. Cn, y. m, XE SS 3 无 美的 函数 ， 那 么 
二 维 流 动 方 程 嫂 始 值 问题 (4. 3.1), (4.3. 2). 也 就 得 到 了 解决 . 
这 种 利用 高 维 波动 方程 初 巡 值 问题 得 出 心 维 波动 方 程 初始 值 疝 题 
解 的 方 甘 称 为 降 锥 法 ， 
.132* 
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l 泊 松 公式 . 
利用 三 维 波 涝 方程 初始 值 问 题解 的 注 松 公式 (4. 2.12) 于 定 解 
T8] £i (4. 3. 32, (4. 3. 4D, 得 出 


RR 0 «a 
Fai Sal 


这 里 积分 是 在 二 维 空间 (r, y, z) 
中 的 球面 Sy. 上 进行 ， 由 于 py 
部 是 与 z 无 关 的 柱 图 数 ， 因 此 在 
球面 上 的 积分 可 以 化 为 在 平面 
5 二 常数 上 投影 EG (# 一 2) + 
(9—3D's:(at)* 上面 的 积分 .由 
TEKE EMA dS 和 它 的 
投影 无 素 de 之 同 有 如 下 关系 

R= cosy 
其 中 ?为 这 期 个 面积 元 素 法 线 方 向 间 的 夹 角 , 如 图 4-10, 所 以 
A/Cat)* —(&—2) — (0—10*- 

at 

AGREE SZ, 圭 下 两 半 的 积分 都 变 成 投影 到 同一 贺 域 上 的 积分 ， 所 
ABAAA. 3. DRH i xo ER, 
1 ET PE, midid 


ra A (aif — G — 2)! Cg 


. cosy — 


B-—u(M,t)— 
PG. n didn | 
T | er eer 


E 


各 
- 1 
2 


at r2x 四 
E | GT rcosU, y+ rsin() rdrdo 
=“ 


Jt 0 Cat)! —r* 
" 133 a 
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站 j EUER IIR) 
af Cat)? —r* 
EHE E z ERRER AR. 因此 , [4.3.6) 式 就 给 出 了 定 解 问 
XI (4. 3. 1). (4. 3. DAR CERA TARIE z Pig A (ce n E E 
ERA. 
例 RREME A E pn d 
Uii = a (uuu Ug), OE q«;d- 00, 0E 
PUR tg), 3, 0 0 
AE  BIHICAL.3. 0AA 


ur, H, i) m 


rrd (4. 3.6} 


u P7 (x reosl) [ (xo Tc0s0) — (y+ 75in0)] 
anl. | 


? 
Janet rürdO. 


i SI rar 
- 2x8 sil, WIETSE p zb EE Ji 
er 
R (3r yr cos Bdo I 
0 


= (a? ahy) + Ga gat 


2 泊 松 公式 的 物理 意义 
设 初始 扰动 给 定 在 XOY F 
面 上 其 -一 有 界 区 域 So 中 , 考虑 解 
zx 在 任意 - -点 的 状况 , 根据 (4 
3.6) 式 ，a(ao £) 5f EBD A d 
EON ev pE Xs EEEE. 
WE d D 分 别 表示 Mo 与 8. 的 最 


近 点 与 最 远 点 之 间 的 距离 。 显 然 , 当 (cu TM, ua, t) 一 0， 


s J34 
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这 时 扰动 的 “前 锋 " 还 未 到 达 和 0 4i — cec D t uU 


Hn 
03-0, 这 时 点 My。 处 正 处 于 扰动 状态 rb, 04 >t PRECOR, 


zss0， 这 时 点 2 处 仍 处 于 扰动 状态 中 。 这 种 挑动 状态 一 般 先 增 
A, 然后 从 某 一 时 刻 息 开始 衰弱 , 渐渐 趋 于 零 〈i ->ce)， 这 种 传播 
现象 : 平面 上 的 初始 局 部 护 动 在 平面 上 每 一 点 不 是 在 有 限时 间 内 
发 生 影响 ,而 是 有 持 外 的 后 效 ， 称 这 种 传播 现象 为 波 的 弥散 , 或 说 
这 种 传播 波 有 后 效 现 象 . 把 84-2, 3 中 的 空间 传播 和 这 里 的 平面 传 
播 比 较 , 可 以 看 出 , 区 别 在 于 前 者 是 无 后 效 现象 ， 后 者 是 有 后 效 现 
PT 

平面 上 以 点 (Eo) 为 中 心 的 圆周 的 方程 (z 一 与?+ (9 一 们 ?一 
-ra 在 空间 举 标 系 内 表示 母线 平行 于 z 轴 的 直 圆柱 面 ， 所 以 过 
GDEEXIEIPE 轴 的 无 限 长 的 直线 上 的 初始 挑动 , 在 时 间 ERAS 
SEM TE CA TEES n, at. 为 半径 的 图 往 面 内 , 因此 解 (4.3. 6) 称 
JEER. 


844* 强 这 振动 方程 ”推迟 势 


我 们 讨论 非 齐 次 波动 方程 的 初始 值 问题 
经 全 一 有 Me T Ugyi Ess) Tf. y. i. i) (4. 
(— oom, y, z«z4- o0, 00 
o, TY 2) {4.4.2} 


1.1) 


T = q Gr, g, 2), i, 


呈 然 .上述 定 解 问题 总 可 以 分 解 成 两 个 问题 来 解决 : 第 一 个 问题 是 求 齐 次 方 
程 (4.3. D WE JE JrACEU RR ZR 1E (4.2. DASA SR FEBRERO HH (42.125. XE 
sh BAR RE EAE JE De e CA. 4. 0 1A EA RED 8 RC f 


|... —0. «| =0 (4. 4.3) 
PUER. EERE fev RALAR. 
上 述 党 二 个 问题 可 用 下 述 方 法 解决， 首先 求 出 齐 深 方 程 的 下 术语 晤 的 


Es e fa. y. 2, t, T}: 


. 了 了 
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X, SR lOr H py E... — co Lx, y, sel co. (4.4.4Y 


pt -—, e | u —füi y, z, T} (4. 4.5) 
DELEOE EE P AE 积分 , 得 到 
u(z, y, 2. D —| ete, y, z. i, dr (4. 4.6) 
E 


KEEA ia ISIEHOID4.10. (4.4, 0 IAE, O FIERA ER, 直接 微 分 (4. 
4.6), 得 出 


i 
w=o| | | ode | andr 
ht "i 
m=] 十 | eudr -Hü 十 | odr (4. 4. TY 
È 
Aw 一 | Acdr 


AFELA AAA 
Hi —a?Au- f (x, LA 8, E) 


KACA DRI u)  =0 从 (4.4.7) 的 第 一 式 得 出 w| — —0. nen. 
FUB IBS ZR C4. 2. 12) s, FH. 4.4, (4.4. 5) B REDE E n 


—_ 1 [OE n. ÉT) 
ala, y, 2, 1,7) Zu £9] a, 98 (4. 4.8) 
ahu- -r4 
364. 4,80 4X A C4. 4.6) T TITLED] —— as 
uc, Hz, D= JL ]. 5 dSdr 
r7aít-7) 
JE T) 


-ral : qeu S dm usa (71-2) 


Jfl£ t,t 
Lac (4. 4.97 


TEH 


Jtr: dV ARERR, BoE Mg 0), ot 为 半径 的 球体 中 进 
1r. BEERA 5, 位 十 M i, y 2) RECS ER cl e a S E Al +r 一! 一 二 处 


的 性 在 此 球 中 的 体积 千 分 表 出 ， 移 这样 的 积分 (4.4. 外 为 推迟 堆 . 
* 136" 
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I8 289 58 — ^1 TRERHE IS Re CS ii (4. 2. 12) 给 出 ; 


uix, y, z, 1) =+ 2! zm 8 l+ rere (4. 4. 10) 


LE 


B CA. 4.9), C4. 4. dd "m 


a eL E * feas H isa dS 


A JH 
Tgi 8 at 


"xix ff us nm E) (4. 4.11) 


ruat 


一 ， Laxusend m git LESE EE CLERI. 


$pm = Rn 
L frat) 53 g(z—at) DERMANE n] OR — Dc HS eR e. 证明 
了 十 了 必 业 是 茧 振动 方程 : LIT =A t z- 
marce) HEURA u] =r 与 4| = cosy 的 解 


xm] 
3 ERIE IK E25 J; FD A IPREAIG 
nde i), —co«cz«-Foo 0i 
u(zr,0)—q(G), ux, 0)-—9(r) 
PS RE D 3€ x 8 
ss, p o enean y Linn vea, 


ap stali cr) 


1 
Took E as f ($, r) ddr 


4 RA FAE i54 
d Esing 


| 一 由 at — sin X 
=à [=Ù 


5 求 满足 波动 方程 名 := 二 448:s RMRI uiz, 0) =m, e r, 00 —1 的 
M. 
6* 求 定 解 问题 


Za Fu SU 
p +2 jp 7 
(m, 0) —3z^, upír, 0) —0 
+ ilz, 
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RIR, 
7* REER DRAHE uuum 0u EMARE uia. 0) = 0, u r, 0) 
一 rosz 下 的 解 . 
8* 3k IR) RA 
"I "y J'u 
e Uy T = 0 
u Gr, 0) — Rr), lim uy Gr, y) 45s 


的 和 解 . 

9 求 二 维 波动 方程 的 轴 对 称 解 1! 即 二 维 波 动 方程 的 形 恕 uu. 0 的 
WU, roh yi). 

10 Wite ML HE TEST OR BE b A FUE LIRE RE 

w — 3^ Q2, VE yy) T £f, y. 1), — oo «T, ge, cct 
H e fe ex US 
q C, n)d£dn 
«y. DTA Re 


eu 


$6. n did | 


dim 2)* — (n —g)* 
i 


fié 2. 0 d£dg 
d ut E CUESHE CE e 


Sirer 


1i AGEA IR JH FLA ET H {ol i 
W 70 Aw 276 


刀 | =0, w| =z +y 
2 RART FH i 

OREL. 

"| 


| 


pw, | LUI) 


ji 


3 A JRRE Hi T SE e 7T RE HE RA A. 
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第 五 章 ”格林 函数 法 


本 章 讨 沦 拉 普 拉 斯 方程 与 汽 松 方程 的 两 类 边 值 问题 一 ~- 狄 利 
殉 呈 问题 与 千 曼 问 题 的 解法 , 以 及 解 的 重要 性 质 , 利用 格林 阔 数 法 
把 解 的 表述 起 确定 出 来 ， 最 后 举 出 及 个 具体 比 域 , 定 出 格林 限 数 ， 
具体 地 写 出 解 的 表达 式 . 


5-1 拉 普 拉 斯 方程 的 基本 解 


1 两 类 边 值 问题 
本章 我 们 主要 研究 拉 普 拉 斯 方程 
A= un Htp d= 0 (5.1. 1) 
TTA 
Au — us t Uyt uz: fir, y, 2) (5. 1. 2) 
f) v SE 2r tr [RIEN 


定义 ”如果 因数 nn, y. O TED BE DO +r EG OQ ab SD 
E B EC BILL BEBO VEZ fia SEE. LA Ep YR YES Tc O Pille Pod Dr 
斯 方程 , 则 称 uo, y, zo 2o DC E O ERE 9. 

AK CR E np COS — 3 de EO dE SIR] Gr. y, z CP AES —- DC PAL O2 
的 边界 P 上 给 定 了 一 个 连续 函数 p, EOK HX IB or ER cus y 2) 
它 在 虽 内 满足 方程 (5.1. 1) 或 (5.1. 2, Æ29+r biti FLEE 

ul -=p (5.1. 3) 
^4- eap BE CEN A ED 在 空间 (z， dads PURA 
li D 上 给 出 连续 函数 2, EGK RGB — A7 ER u Gn, y. 22, CERY 


-= 139 + 
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满足 方程 (5.1. 1) 或 (5.1. 2), 在 94r bhit, Er ETE— JR P 向 
导数 生存 在 , 并 且 满 足 
Ju 
JRİp 
ik Hon dE DG PEERS A. 
方程 (5. 1. 1) 与 (5.1 2) 在 力学 和 物理 学 中 是 会 经 常 磁 到 的 ， 
如 第 一 党 中 我 们 已 经 看 到 ， 当 研究 稳定 状态 下 ， 有 热源 的 热传导 
问题 就 导出 泊 松 方程 ， 特 别 地 ， 当 没有 热源 时 就 得 到 拉 普 拉 斯 方 
程 ， 此 外 , 不 可 压缩 理想 流体 无 旋 流 动 的 速度 左 , 以 及 静电 场 的 电 
fir 5k ab Siga id 3e po HL; £3. C5. 1. 1) TTE 27 £z C5. 1. 2). 
在 讨论 方程 (5.1. 1) 与 (5. 1. 2) 的 边 值 问题 时 ， 拉 普 拉 斯 方程 
的 基本 解 起 着 十 分 重要 作用 , 在 此 先 作 介绍 ， 


=p l (S. L 4) 


2 拉 普 拉 斯 方程 的 基本 解 
在 场 论 中 , 我 们 曾 导 出 过 方程 45. 1. 1) 在 球面 坐标 及 柱 面 坐标 


qon 
r” = 3r) s Paix 3 rins )* 2 5st$ Tu a 
(5,1. 5) 
5 
123 Jay l1 = J'u 
sap ?PH Guo) 


AC. L 50 A np, E H-5 0. v ER 
TRE r AER =U PAS Mo 2) TE 


df s dU 
Mu 7)-0 
中 定 出 。 解 出 这 个 方程 后 得 出 


- 140 。 
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y-ci.o, 
T 


C, C; AME X. 取 C,—1, C,—0, 则 得 出 p e 


yal (5.1.7) 
T 


可 代入 验证 A( 4) ore). 通常 我 们 称 函 数 (5. 1. D 为 空间 摘 
普 拉 斯 方程 的 正本 解 . 


类 伺 地 , 在 平面 情况 , 从 (5. 1. 6) 可知, 拉 普 拉 斯 方程 的 柱 对 称 
{或 贺 对 称 ) 解 , 即 与 9. z ERRA o MEAR u—UCo) dB rJ 


常 微 分 方程 
I d dui 
29 059 
定 出 ， 解 出 这 个 方程 后 得 出 
U-—-Cinp4d-C; 
心 ,Cz 为 任意 常数 WüC;—-—1,0,-—0, lul f i ER 


U—Ind. - (5.1. 8) 
P 


可 代入 验证 A ln )= 0050), 通常 我 们 称 函 数 (5.1. 8) 为 平面 
控 普 拉 斯 方程 的 基本 解 

函数 《5,1, 7) 有 简单 的 物理 意义 : 除了 比例 因子 不 计 外 ， 
U = 十 与 放 在 坐标 原点 的 电荷 。 的 电场 所 产生 的 电位 势 


= 
DES (5.1. 9) 


相同 ， 类 似 地 , 函数 (5. L 8) 除了 比例 因子 不 计 外 ， U=In cr 
Ji ELE Po HUE es 的 电场 所 产生 的 电位 势 


u= 2e, In (5. ]. 10) 


=. 于 村 了 
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相 问 , 其 中 e, ERERKEN MENEE, 


$5-2 格林 公式 ”调和 函数 性 质 

为 了 建立 拉 普 拉 斯 方程 与 葵 松 方程 解 的 积分 表达 式 ， 折 要 读 
HESH RERA A. 

1 格林 公式 

在 建立 烙 林 公式 时 , 需要 先 介 绍 线 面 积分 中 的 奥 氏 公式 : DU 
研 世 让 分 光 消 的 曲面 本 为 边界 的 有 界 区 域 , PO, y, t) OC, y, z), 
RX ,2) 企 Q-- P BEZ, TE 龟 内 具有 一 阶 连 续 的 偏 导 数 , 则 成 
立 如 下 的 奥 氏 公式 


HG SE MY "sen (n, c) -Qcos(n, y) 
二 Reos (n, £) do 


Hp n ET h a, 4A -PictQjo Rk, n—cos(n f 
+ cos C2, y) j+ cos (n, z) ke, 和 扯 氏 公式 可 写成 为 


liv. Aer =|| A-du, (do — ndo) (5.2.1) 
以 下 推导 格林 公式 


X uz, gy, 22, U(z, y, zie phi 十 六 上 具有 连续 一 阶 仿 导数. 
而 在 名 中 其 有 连续 二 阶 偏 导数 ， 在 (5.2.1) 中 今 A —uvye, 就 得 出 


uyr- do 一 MES {ayr dF 


=Í [faava j || [vu voar (5. 2. 2Y 


(5. 2. 2) 称 为 第 一 格林 公式 . 
在 45. 2. 22 rp a8 FA. u v 位 置 , 则 得 出 


-142 。 
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(Iove do — TEE (vy) dV = METTE [lvo vemm 


r g e 
(5.2.3) 
(5, 2. 20 I2; (5. 2. 3), 则 得 出 


jl (uyo — vou) da = | | as 一 sam (5. 2. 4) 


u 
(5. 2. 4) 称 为 第 二 格林 公式 . 

上 述 格林 公式 中 的 区 域 全 可 能 是 以 几 个 曲面 为 界 的 ， 在 这 种 
.情况 下 , 运用 格林 公式 时 , 只 需 将 这 个 公式 左边 的 曲面 积分 沿 着 区 
域 介 的 界面 的 所 有 曲面 三 来 取 , 很 自然 ,对 于 曲面 矿 也 必须 有 一 些 
SER, 这 些 条 件 可 以 叙述 如 下 : 曲面 严 可 以 分 为 有 限 多 块 ， 使 得 在 
每 赤 和 它 的 边界 线 都 有 连续 变化 的 切 平面 ， 这 样 的 曲面 通常 称 为 
逐 块 平滑 的 ， 所 说 的 曲面 块 的 边界 线 称 为 曲面 的 楼， 应 该 是 逐 自 
光滑 的 则 线 . 

MARARA, 可 以 推出 一 个 在 应 用 中 很 重要 的 公式 , 即 阁 
林 第 三 公式 , CARE AERA M 的 函数 什 的 表达 式 , 这 个 下 
壕 式 是 一 个 曲面 积分 与 一 个 体积 分 之 和 ， 以 下 导 进 这 个 表述 式 . 

设 Mo ERILE. ule, y, UBER AE, o OD 
元 一 ， 显 然 当 变 点 MG ye) 重 


&-F M, 时 9 一 ceo， 略 林 公 式 
(5. 2. D RAT EX. AE, SA 
M, WHD, e 为 半径 作 球 面 P. 
i D. PTERA RAR K, HOO 
ra Fs Hi, 如 5-1, Hia T 3E DX 
WK., 格林 公式 (5. 2. A) RES. 
ERA sr, y, 2) 与 vCM) 


=. 14357 
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| | «nA. (t) zu Ar On uv. 


2 (— l WAD do, n 


Toa M Mg Tus, dn 


"(fie M) 


Phy 


I 


上 式 中 于 着 蛋 表明 微分 或 积分 运算 是 对 变量 了 进行 的 ，M。 是 参 
ER. $ e->0, 因为 Ax( —— )=0, 所 以 (5. 2.5) 左 端 趋向 于 


N Ja 
Am 4. 上 上 的 面积 分 应 分 为 两 项 考虑 : 前 一 项 


JJ 


ilz: I da = |fe- dm pr LLL 
Fr, 


Js d dox 【5.2.5y 


Jeu deu dt D, 上 的 平均 值 后 一 项 


! Lx da = ze — Am = 学 一 >0 (e-»0) 
nr, 


rds 2 
I 


式 中 3 M 上 的 平均 信 ， 于 是 (5.2.5) 可 以 写 为 


] HC ) av - ju =) pA dat Anula) 


Fri 
LE 


2o J4 >» 
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-Ei yn "e 
Pp 


2 ijs SEM 

Missa 44 AA A a AAAA h Ud 
TER. 
TER i$ ulr, y, 4X BE O2 EARRA, MA 


[one =0 (5. 2. 7) 
sjan 
P 


其 中 n EROWA ig P 895 RT 75 I. 
证 明 设 % 为 具有 边界 面 站 的 有 和 者 区 域 避 上 的 调和 炒 数 . 5 


Mosi, HF Au-0,A()-0, 忠志 一 0， 适 用 第 二 格林 公式 (5. 
2.4), 就 得 到 
ou. 


TARAC. 2. 7) B]: 调和 半数 的 法 线 方 向 导数 没 区 域 遇 的 边界 面 
r 上 的 积分 等 于 零 . 
从 (5. 2. 7) 得 出 此 曼 问题 ; 
Au-—u T Uyy t t= 
T: REI AREA FE 253 p 满足 条 件 


[[ez- 0 


性 质 2 ul, y, DERO EMREN, 则 有 


. 145 
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4 ff low „gft | E 
"(t =E f|] Lam us 31 (5.2.8) 
D 


An AETR QS 3B 3E Ki D s PRESE T TRI 
证 明 ”运用 第 三 格林 公式 《5.2.63 于 调和 国 数 ulr, y, 0 E, 
因为 Au- 0, 就 得 到 (5. 2. 8) 式 


om- 二 [全 -号 人 


这 公式 (5. 2. 8) Je Bj. 调和 配 数 在 区 域内 任何 点 的 值 ， 玫 可 以 由 公 
式 (5.2.8) 通过 隔 数 在 区 域 的 边界 面 上 的 值 以 及 法 线 方 向 导数 值 
WIE. . 

性 质 3 设 wlz, y, 2) BERRO E IE URIER ER, DUE ur, y, z) 在 
iic A cad MUR Rp 


u( M.) = ilg [jando (5.2. 9). 


rR 


其 中 re 是 以 M DEROER DERA, H. D» SEAEPATE O rf. 
证 明 o5 ow EWA, RBILACO.2.8 3X Bor. XH 
Hte n pA 与 球 的 半径 的 方向 租 同 , 于 十 我 们 有 


E TF Ar jen 
Jk ifg (5. 2. 如 式 变 成 为 


1 ([9" ag ilu 
"Ot — ng San dn az] onn 


ra Pg 


xz Hi (5. 2. 77 后 得 出 


u( Mo) - 1m Iger 


Pg 


(5. 2. 9) 称 为 调和 半数 的 平均 值 公式 .这 个 公式 15.2.9) RA: 调 
和 蝎 数 在 球 必 的 值 等 于 这 个 国 数 在 球面 上 的 算术 乎 均值 ,就 是 绞 ， 
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2e T ER 3c [B TRE ER T REPRE CLIE ER HS y LEAL 

性 质 4 Bizu) 在 有 界 这 域 人 内 是 调和 请 数 ， 在 闭 区 域 
全 十 站 上 为 连 纺 ， 苍 于) 不 为 常数 , 则 wt24) 的 最 大 值 和 最 小 值 
HELA HT Ei]. 

Fabi f H — TER) ES, 

用 友 证 话 证 朋 ， 有 从 自如 条 人 首 可 知己 型 ?的 最 天 值 和 最 小 值 部 
存在 ， EL IXESEUEH] uCMD 的 最 大 值 积 景 小 值 只 能 在 边界 面 厂 
ES 8l. 

AR 并) 在 区 域 昌 内 的 菜 一 点 Moh BE KIE m, BH eC M) 
=m, 我 们 来 引出 矛盾 ， 以 Ma HER, ERF RER K, EESE 
全 落 在 区 域 只 中， 记 五 的 球面 为 Sx, ME Sx EBR u=m, # 
实 上 ,如 果 在 球面 Se 上 革 一 点 其 值 让 于 各, Wl gs ERES SE ATE, 
必 可 找到 此 点 在 球面 S. 上 的 一 个 铝 域 , 在 此 邻 蜂 中 um, AE u 
在 S: 上 的 积分 平均 值 

zl uda gr || nda m 


Sy Ex 


1B p 3e 3594 Z5 C5: 2.90, 有 


| wee uC M) —m 


这 就 发 生 了 了 矛盾， 因此 在 球面 Sx 上 ,% 异 等 二 常数 m AM, 
YA 型 ,为 中 心 , EE rir RO) 为 半径 的 球面 上 ,wx 也 己 竺 于 常数 m, 
因此 , TE SEA ER K H u fa SETTE m, 

. 现存 证 明 对 台中 的 所 有 点 都 威 立 4 e Xx om. TE EC — à 
PEQ, EKIRO HERH 型 o 己 两 点 的 折线 y, AUER OB 
的 有 限 个 球 Ki, Ka te, Ka WIE y, 使 得 K 的 球 心 为 Mo, Ko W 
球 心 落 在 天 :中 , K: 的 球 心 落 在 Ko 中 ，-…, Ka KIRDA Kai 
中 ,如 图 5-2， 和 禄 据 上 面 证 明 过 的 方法 ， 可 以 依次 证 明 在 所 有 这 此 

。 1757 。 
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球 所 包 转 的 区 域 上 w= 常数 m, 
因此 , 特别 有 w(P) 三 常数 m. h 
于 P 的 任意 性， 就 得 到 在 整个 区 
hà OA ulr, y =m, xxu 
TEBGA. BE u TAE 
TE Q VIA SIHRSCK IE, 

因为 一 wx 也 是 调和 函数 , 从 它 
在 吕 揭 内 部 不 能 达到 最 大 值得 
His 也 不 能 让 O 内 部 达到 最 小 
(i. urhe. 

通常 称 性 质 4 为 调和 项 数 的 
极 值 原 理 , 或 者 叫做 最 大 值 原理 . 图 5-2 
从 这 条 性 质 册 发, 可 以 得 出 下 述 重 要 推论 . 

推论 1 设 在 右 界 区 域 吕 内 的 调和 和 函数， 在 闭 区 域 十 全 上 
为 连续 , 如 时 还 在 昌 的 边界 面 厂 上 为 常数 下, MECE AA AIHA 
也 等 十 常数 下. 

证 明 由 性 质 4 可知 ,% 的 最 大 值 与 最 小 值 前 在 厂 上 取得 ， 所 
VA mszuscz M n 和 型 分别 为 站 的 最 小 和 值 与 最 大 值 ), 由 假设 知 m= 
M -K, f u-E, 

推论 2 BEA EIE Op Em EHR SE QI E 
为 连续 , dmg Q9 uL SER LEAR, 则 它 在 如 内 各 点 处 的 值 
都 等 于 零 ， 

证 明 由 推论 1 可知 , 当下 =0 时 , 就 得 到 了 证 明 ， 

推论 3 Wk d QUIET VE, dE MIDCRR QD C 
二 为 连续 , 如 果 它 们 还 在 区 域 吕 的 边界 面 夏 上 取 相 等 的 值 , MEI 
在 吕 内 所 取 的 值 也 彼此 相等 . 

证 明 ” 困 为 益 值 w% 一 ”在 只 内 为 调和 函数 ， 由 于 在 D Eur 
- 148 - 
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三 0, 由 推论 2 »D An, ERA uw—v-0, REME QH uzo, ， 


85-3 狂 利 克 菜 问题 和 牛 曼 问 题解 的 
唯一 性 与 稳定 性 
到 目前 为 上 , 在 定 解 问题 的 讨论 中 , 我 们 着 重 讨 论 了 定 解 问题 
的 解 如 何 求 法 , 为 了 对 和 解 的 适 定性 有 初步 的 了 解 , 在 这 市 里 我 们 对 
犹 利克 莱 问 题 与 午 曼 门 题 的 唯一 性 与 稳定 性 加 以 讨论 ， 为 此 ， 首 
先 对 解 的 稳定 性 给 出 确切 的 定 飞 。 
EX REREAD Et p AEA m, 由 边 替 条 件 
Pa 得 到 的 解 为 ws, 如果 在 所 讨论 的 区 域 中 ,对 于 性 给 的 970, — 
定 可 以 找到 67-0, 使 得 当 1pi— p| A 8T, [w — uu] e, RI EAE 
普通 音义 下 对 边界 条 件 是 稳定 的 . 用 通俗 的 说 法 , 就 是 附加 条 件 的 
微小 变化 ,只 引起 解 在 所 讨论 的 区 域 中 也 发 生机 小 变化 ， 
定理 1 方程 Aw 二 0 的 犹 利克 莱 问 题 的 解 是 唯一 的 ， 而 且 它 
a£ £k EG PIE AS iR T RE, 哮 对 边界 条 忻 是 稳定 的 
证 明 先 证 唯一 性 ， 设 un %s 都 是 狂 刊 克 莱 回 题 的 解 , RH us 
u 分 别 满 是 定 解 问题 
e nh 
"lr, is | r= P 
从 而 u= wu —u. H T EE 
Au A(t —w)—0 
Mile n 
Hi $5-2 中 的 推论 2 TA, wu —us 在 边界 六 所 围 成 的 区 域内 恒 
ACE, 所 以 u =u 这 就 证 明了 解 的 唯一 性 . 
其 次 证 明 稳 定性 , 设 在 区 域 OQ 的 边界 厂 上 给 定 了 函数 e. v*, 
而 且 在 六 上 处 处 有 
[p —9* | «e, —e«p— pte, em0 是 任 春 的 . 
。TA9 。 
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k, u* JEE ES 
eh jut 
uot 
HEF. SERTAR u ut 在 厂 上 取 值 应 为 Pp 一 gp*, 于 是 由 $5-2 
"HERI 4 可 知 , £e Op de 3 
—e«u-- ute 


u*|.—«q* 


A rli 
[uu | xe 

这 就 证 明了 解 的 稳定 性 ， 

类 似 地 ， 可 建立 起 刘 丛 志和 的 犹 利克 菜 问 题 的 解 的 唯一 性 与 
解 灶 边 欠条 件 的 稳定 性 . i 

定理 2 FEA 0 Mop RODELUSNR, PREESTER 
9j, du 0) 5k A E — 5, 

证 明 ME unu jE Au 0 9 ^F 5 ed REIS PATI PR, BR un ws 分别 
i AE uz RE [o R 
| 0 ; Au, =0 


| D 
E 


| 


Eu | Lg cur 
i cm | - Y ee 
从 证 站 t — ti {4E AEE fA o A 


rd - W.)-0 


c0 18) 


一 多 


eu 


cu 


D 
WIER, (5. 2.2) E wu-v— a - us, BP ^u Aj —,) —0, 


du | d(Qui—33). E | 
一 2 | 0, 得 出 


cn 


dfi 


r 


(lee Ce) aye 
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M t s 及 其 一 阶 偏 导数 的 连续 性 , 得 出 
dO — tig } — d(u — Ms) — du — M ) —0 
dz BET B dz i 


RLL. v =u EC, C 42. üE— TERES. 

2S TEL HS, R EYE RAT ERE SP np RR B9 EIFE — PE, 当然 世 
AERE FECE SB Æl. 

至 于 牛人 曼 问题 解 的 稳定 性 ， 显 然 是 不 会 成 立 的 .这 是 因为 对 


于 不 同 的 边界 条 件 守 | 一 9, 与 到 | 一 pe 由 定理 2 可 知 ， 所 对 应 


的 解 分 别 为 t EC, us T C 由 于 t CT — GC) 5 C, Ca 所 
以 , 当 [pipl e 时 ,不 可 能 使 [C—C «e. pP R 
对 边界 条 件 是 不 稳定 的 . 


55-4 4d& M Us "i 


1 格林 函数 
从 85-2 讨论 过 的 (5. 2. 8) 得 知 , 拉 普 接 斯 方程 
ÅH = Hys t tyy 十 Hs =U (3. 4.1) 
的 和 解 完全 由 它 的 边界 面 丫 二 的 条 件 
ulr—eCM) (5. 4.2) 
T —4 M) i (5. 4.3) 
所 唯一 确定 。 同 样 , 邵 设 格林 第 三 公式 65. 2.60989 e DTELES JE 
AU Ury t yy H uu — fn, yz) (5. 4.4) 


的 解 ， 则 我 们 仍然 得 知 ， 解 % 也 是 完全 由 它 的 边界 面 个 上 的 条 件 
(5. 4. 2) 55 (5. 4. 3) 所 了 唯一 确定 . 
ik u bd iui fgRO.4.1)988, De S. 2. 中 推出 


' 了 了 了 = 
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zd L UWD van 9 (1 -je 


Tuy, Ffy Tar ST rc 


BUR u EIR DFG. 3. 4) 的 解 , HO a CS. 2. OWH 
uM = aM iz PCM) (a 9 ( 1 ) fios 


Taurus, ZnUa eU ar Tuus 
r 


-or ea 


Tau 
"m 


从 (5. 4. 8) 55. 4.6) 可 以 看 出 , 只 要 已 知 (5. 4. 2) 55 CS. 4.8), 
就 可 计算 出 它们 在 区 域 只 内 任 一 点 Mo 的 值 ， 然 而 在 求 得 (5.4. 
1) 与 (5. 4.4) 的 第 -或 者 第 一 边 值 问题 的 解 中 ， 已 知 的 是 (5. 4.2) 
或 者 (5. 4.3), 并 非 两 者 都 是 知道 的 ， 因 此 , (5. 4. 5)、(5. 4.6) 不 是 
以 解决 拉 普 科斯 方程 (5. 4.1) 或 泊 松 方程 (5. 4.4) 的 边 值 问题 ， 这 
就 迫使 我 们 将 它们 加 以 修改 . | 

VER AA OMERE v (MD 20 Q rh ER UBERER t Ge Q rh 
点 ), u 为 拉 普 拉 斯 方程 (5. 4. D, REDAS. 4. 4 的 解 ， 那 末 
运用 格林 公式 (5. 2. 4) 于 这 样 的 wv 上 , 立即 推出 


a (v52 25 Jie u (8. 4.7) 
或 者 
og] feris on) tmt ul vfaV y (5. 4.8) 
将 45. 4.7) im$6(5. 4. 5) E, (5. 4. 8 如 到 (5. 4.8). 上 ,得 出 


v (Mo) -起 由 ec M) 580 


-uan C Ms) ag, (5. 4.9) 
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u(M,) »- iffe MD) «(M98 O1, M» la, 
4 cRy B 
Selen M) f GOD y (5. 4. 10) 
其 中 
GOM, Wo -» OD + (5. 4.11) 
vC ADT Opp Sb PERRO ERE, 


cd I 
Tux, N a — a) d (Cy — 9o) F (2 — 89) 
除了 了 点 Moro, 9o, so 外 于 马 内 也 处 处 为 调和 函数 . 
为 了 求 出 %(zn ,我 们 给 出 下 述 定 驻 . 
定义 ” 称 满足 下 述 条 件 的 GCUY, 有 HD) 为 区 域 介 上 的 格林 函数 : 
(1) GCM, My) d 02 0) 26 E M — My 外 满足 拉 普 拉 斯 方程 ， 妈 


AGCM, Mo) —0, 但 在 M — Mo sk GM, Ma) 有形 如 一 一 的 "TP 
MM 
(2) GOM, Mo) 2o (M) 4 —, 
Tu, 


其 中 Tau, (a ro) H ( — 9) — G— 29), Av —0, 


2. 狱 利 克 莱 问 题 的 解 
如 果 适 当 的 妹 择 v CMD, (E 


GC, M) |=| oD + = lj =0 (5. 4.12) 
Ux o CM) br b S $e A 3 IIS 
(An teet Yyy 9, —0 
(5. 4. 13) 


[E 


的 解 , 那 未 , (5. 4.9) 55 Co. 4. 10) gii 26 pL 


nr 
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uM) = —1— |p DOM, Mo do (5. 4. 14) 
1 e 
ul Mo) = -| [pan aeu, M,)do y 
tuse MO fFODV, (5. 4. 18) 


其 中 已 送 用 了 边界 条 件 {5. 4.2). 公式 (5. 4.145, (5. 4. 15) 分 别 给 
IT Bo REHCZ; BEC. 4.1), 泊 松 方程 (5. 4. 4) 在 边 值 条 件 (5. 4.2) 
下 的 解 .好 第 一 这 值 问题 的 解 的 表达 式 . 

HI C5. 4.12), (5. 4. 18) 确定 的 GCM, Mo RA PETER: 

(1) GM, 并 0) 在 加 内 部 除 M=M, SPEE PTER A fE, Rg 


AGCM, M) —0, EE M — Mo 点 处 有 形 如 -一 -的 奇 点 . 


(2) GOM, Mo) -v0D -- Q 其中 


Tau, T (x t)" dg A T(z—zQ)*,v—Q. 
(3) GM, Mo) |r =0. 
x Hen va X G CM, Mo 称 为 控 普 拉 斯 方程 Age 一 0 的 第 一 边 值 问题 
B^] ke ER RT 
甘于 牛 曙 问题 的 解 与 其 相应 的 格林 国 煞 ， 读 者 比较 容易 地 仿 
照 团 讨论 的 方 突 得 到 解决 , 此 处 就 省 略 了 . 


关于 格林 了 藻 数 GOM, Ma) [(5.4.11)]， 还 有 一 个 重要 性 质 ， 
即 对 称 性 ; ! 
GM, M.) -GCM,, M) (5. 4. 16) 
这 “等 式 的 物理 意义 是 比较 明显 的 ， 因 为 在 导体 内 部， 把 让 让 在 
M, 的 单位 正 电 背 移 到 Ma 点 上 上 去， 它 在 Mi 版 所 产生 的 电势 ， 仍 
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于 原来 单位 正 电 荷 放 在 M 点 上 ， 它 在 M. 点 所 产生 的 电势 完 全 
3giul. 
(5. 4.10 ARA AMAF. LL OM, M. pHi PERE epa K, 
Ki, 其 边 界面 和 分 别 记 为 六 大 4uw—GOM, MO, e—6C0MH, M), (px 8 
f2— K,— K, b, 由 格林 第 二 公式 得 出 
(| orawar= fj (如 ~ v o (5. 4. 17) 


D— K i— Ks F+ 
HAIDA H: 是 区 城 QRK KAA, AE aE 
u o ERA, TEL ^A.—^s-—0. WIET L u—v9—0. HEHH 


[ (em, MI), M). gg; my 8 OH. ML 35) Hao 
2m an 


rinse 
(5. 4, 18) 
注意 到 对 边界 面 7, 类 位 十 推导 (5. 2.60 B9 Jg dk, 24 60 时 , 有 
few, M DEZH, MO qr > 0 
s (5. 4. 19) 
fear. M 52801. M) Modo > AnGOM,, Mj) 


13, HA P 2E T3815 05.2.6) sr Ek, 24 e 0 BT, 有 
(fec, Mp EE, E do —— AnGCM,, M) 
n (5. 4. 20) 
ffe, MoM) gg s 


$ (5.4.19, (5.4.20) {EA (5.4.18) 
中 , ERIE GOM, MO -GUM,, 
M). 


我 们 还 对 格林 国 数 GUM， 
Moli d PETETE T R9 HEBR, JACO. 
4.13) 已 经 看 到 , TE GCAI, MORE 
in] ETE p T se CM) 的 问题 , 然而 图 5-3 
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RADER E FE E dE. BEREE, 解 式 (5.4.14), (S. 4. 
15) 仍 有 重要 意义 ， 这 因为 : CHAR GM, MONIKA IX 
域 , 而 与 边界 条 件 无 关 , 只 要 求 得 了 区 域 怠 的 格林 国 数 ， 解 式 就 只 
体 化 了 . 《2) op —EBEEEDC IR, 如 球 与 半空 间 ， 圆 与 半 平 夯 等 ， 
格林 函数 都 可 用 简单 方法 求 得 (参看 § 5-5), 而 一 般 场 合 下 要 求 解 
(5, 4. 13), 总 比 原来 的 边 值 问 题 要 简章 些 . 

类 似 十 前 曾 的 三 维 空间 中 格林 遇 数 的 讨论 ， 关 于 二 维 空 间 
的 情况 ， 取 基本 解 In—— (raa — Gon) GI VO RE 
Tuy ( Tuu, = UE — ro) d- (g— yo)" 0 Ga), k] SB £3 dE — 


维 空 间 中 区 域 了 上 的 格林 函数 GCM, MoA tE: 
(1) GCM, Mo) TED UBER M — My 外 满足 近 普 拉 斯 J; Fe. 


AG CM, M) —0, 但 在 M — Ms jb GOM, M) 有 形 如 如 一 上 一 的 


(2) GCM, M.) —v(M) H- 1n 


1 


* 
Tu, 


其 中 ra 一 人 (7 一 2o +O PF, Av =0, 

进一步 , 如 果 GOM, Me) 为 区 域 刀 上 的 格林 的 数 ， 在 区 域 刀 的 
边界 工 上 有 GOM, Mo) =0， 则 称 这 样 的 GCM, 于 9) 为 平面 拉 普 拉 
斯 方程 Aw=0 的 第 一 边 值 问题 的 格林 函数 .此 时 ， 就 得 出 平 而 拉 
普 拉 斯 方程 与 泊 松 方程 犹 利克 莱 问 题 的 解 的 表达 式 为 : 


—- a 
uC Mo) = — | Pana, M GdS y 
(5.4.21) 
tg 
u(M,)— -到 | c OM) S G(M, MYAS 
2m jl, düy dis xi 
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tegi- [ecu MOfG(M) doy (8. 4. 22) 
"rA 


B 


其 中 lz 二 XO m E RTT. 


$5-5 几 种 特殊 区 域 上 的 格林 函数 
狄 利克 菜 问 题 的 解 


AG. 4. 14), C5. 4.15) 解 的 表述 式 可 以 看 出 , CRESCE REEL E 
求解 问题 的 关键 在 于 如 何 求 出 格林 函数 GCM, Ma), 

对 于 某 些 特殊 的 区 域 , 它 的 格林 函数 可 以 用 静电 源 和 家 法 求 得 . 
所 谓 静 电源 象 法 就 是 : VETEDCER OQ Va B65.M o 处 有 一 个 单位 正 电 机， 
它 对 自由 空间 的 电场 就 产生 一 个 正 电位 ， 乃 外， 在 区 域 吕 外 找 出 
M 关于 边界 矿 的 象 点 ,然后 在 这 个 象 点 放置 适当 的 负电 荷 ， 册 它 
对 自由 空间 的 电场 就 产生 一 个 负电 位 ， 使 得 正 负 电位 在 边界 面 六 
上 豆 相 抵消 ， 下 时 这 两 种 电荷 所 形成 的 电场 在 厂 内 的 电位 就 相当 
于 所 要 求 的 格林 函数 .下 面 举例 说 盟 静 电源 象 法 的 庶 用 , 


1 球 和 半 室 间 上 的 格林 函数 
设 有 一 球 心 在 原点 ,半径 为 五 的 球面 D.C ERA ER T EM 
(rong — To); ik OH。 并 延长 至 M, (E Foma fom,” R”, A M, E 
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放置 元 音 位 负电 荷 ， 则 这 两 个 电荷 所 产生 的 电位 在 球面 必 上 相互 
抵消 . 

FERE, [EP AREHQÓCO ELARA A. CE OE — df OHM.P 5 
OMP, WV FER O 它们 有 公共 角 ， 且 夹 这 角 的 两 边 成 比 全 


党 一 全 ,m1 二 row,, 因 此 ,这 两 个 三 角形 是 相似 的 , 从 而 有 :82 一 下， 
Bp——-— L, 8PPNÉURHUS SA M, 正 负电 六 在 开 点 所 产 
生 的 电位 为 
1/ 1 HB 1 ) 
Ami Tuwa To Tuy, 
这 电位 在 球面 厂 上 为 零 ， 从 而 ， E 
GIM, Mj) = .R 1 (5.5.1) 


T uM. To Ty, 
读者 很 容易 验证 45. 5. Fide No onini cra e 
BUE RI Co. 5. 巧 式 求 球 域 内 狄 利克 莱 问 题 的 解 ， 为 此 , 还 
须 先 计 算 TT, 注意 到 
031. 
"E TU Tir ATO EZUIS 
1 

Tuu, Tij r? — 2r rcosy 


— = 
其 中 f+ 二 ro i OM. Ti OM ls f CHR y E OM, 与 OHHH 
Jefa» 利用 ro 7; = RI, P3 FCRI ERE Co. 5. 1229 
1 
GM, Mac Qu RON 
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在 球面 站 上 ;有 
2G)  .2€ o BI C, 
dn r 二 五 eT 二 下 4 " El 
(r^ r$--2r0c05 y)? 
u (rir— Riro cos y) R 
(rir! -2R*rr9cos y HRY)? Few 
1 R? — yri 


E cnt r? —2Rrrcosy)? 
AHE, JEA a REA (0.4. 10, RIT ECG. 4.1) 在 球 域 上 的 
SKI X 3E A uje — f RETI AN 


=> È R'—ri 
(ML) 1. | | sf (MD do 
FH! (RS--0E—2Rr$c0s y) ? 
(5. 5, 23 
或 写 为 球 坐 标 形 式 
uU To, Oos Po) =E. 
bia 
¥ fa "EN 
i | F(R, 8, p) ———E "i singagay 
D eR (Ri ri —2BRrocos y) Z 
(5.9.2 ) 
其 中 ro, 出， Po) 是 点 M, ese bs. CE, 0, 多 是 球面 关上 的 点 五 的 
seb. T s y 
cos -== cosÜ cos 8, + sin sin, - M, 
* cos (qp —tpo), ( sin cos Qo, 
sin fo sin gy, coslo '3CsinÜcosq, " 
sinfsinq, cos8) 4x E 339 Pup E | Í á 
一 一 小 "-— - T 
OM,, OM 的 方向 余 整 .公式 ~r , 
M, 


(5.5.2) 或 (5.5.2/) 称 为 球 的 


注 松 公式 ， Bi 5-5 
类 似 地 , 可 以 用 静电 源 象 法 求解 半空 间 z>0 圭 拉 普 拉 斯 方程 
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MAKALE E. HERAS GCM, Mao, PEZE 中 
Ifc Mol Em Fir Z5) 点 ， mg IER. ERAF M Cz, $ Fi — £9), 
具有 单位 负电 荷 , 如 图 5-5. eak BS FR PE ER R 


T Mas THH, 
一 
r+ GI— ge)! d- (z— z9)* 

一 

CC 


5. 3) 
读者 很 容易 验证 (5. 5. 3) 洪 足 第 一 边 值 回 题 格 林 函 数 的 三 个 笨 件 . 
BUE, 对 十 半空 间 22-0, X437 li 2 —0 的 外 法 线 方 问 与 轴 相 


- e d ; 

lz, BE S EE Bir EJ 
2G) . --2|— T: 
Ja |r Izis (a—m4) (Cy Y H (2— Z9) 


1 
-Ti 
EM 
[(—2)!4- (9n) - 21] 
因此 ， 将 这 个 结果 代入 (5.4. 14)， 得 到 了 方 穆 (5.4. 1) 在 半空 间 
z>0 上 的 狄 利克 莱 间 题 4|;.。 =F 的 解 的 表达 式 @ 
uo. Yo. Zo) 


I] peerprpe E^ 
==>] MCI 
TUNIS [Gr— zry) t Cy — 99)? t 28] 


(5. D. 4) 


d^ kieno AMEME, HEWA sAn JEGETEPXARSR EGREGIE GR EI C 
row 一 > co Db, wi M) o(— =} =o (a 则 公式 (5.4.14) x T B ES 
远 点 的 区 域 奶 成 立 . 
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2 ”加 和 半 平 面 上 的 格林 溢 数 

首先 找 贺 成 上 的 格 休 苦 数 ， 设 有 一 圆心 在 原点 ， 半 径 为 召 的 
RAL FAREMA M 点 (其 实 是 细 线 )， 帮 置 半 OM 
MELE R E EAk A EA EET). 在 OM; 的 延长 线 上 
My ALT Sron, — B' /ro, Ty— ro s CE ptr pub ti, 如 图 5-6. 
则 电位 更 


FE LE, 


Tml n Ta 


EDES 却 是 管 数 . 因此 5 还 不 是 格 袜 图 数 ， 它 减 去 In(R/r9) 


LORS Di E Ba be PR ESL i: 


GA, M) —1n 1 — n : ud 
Tu, Tui To 
—]peloqQ408 3 ) (5. 5,5) 
Tu M, To aar 


读者 很 容易 验证 45. 5.5) MEPR — XXL IR] RE AR CI — I 


条 件 . 
现在 利用 (5. 4.2 了 ) 式 求 加 域内 狄 利 史 菜 问 题 的 解 ， 为 此 ， 还 
"161. 
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Pas. Af rh r cnr 
l 
JR. ^ ri ri te ET 


Kpy 0M, 与 OM Wia. PAAEFIS, OM, OM tts 
FARRO 3p (eos Ó,, sinbo Ej (cos, sinf), PREA 

cos Y= cosacos -- singo: sinf = cos(05 — 0) 
4H ror = R’, JAGE HA r =R EA 


2n|, 2r HESS "Ar ri — 2TyTcos y 
R 
In RE 2 Rr. cosy. LI les 
= | Dass A NN INEO, 
Tri — 2rrocosy  TiT/—2H^rgrcosy- B... 
1 R?— py? 


È R —2Rrosytr 
因此 ， 将 这 个 结果 代 人 (5. 4.21), 4AT A Auc tt t= 
在 贺 域 上 的 犹 利克 荣 问 题 4%lz= 了 的 解 的 表达 式 


R*— r2 
A =- Bs ano or s. 
"Sa R ee n2 R --2ZÉH 09008 y 4 ri fCM)ds (9.9.6) 
小写 成 极 坐 标 形式 
(RE — rna a 
u( T5, $0-g-|. ET 2Hr.cos (0—45 251 (5.5.6) 


其 中 (ro, 0) X& pi Me UA ts, (80, 00 3 ELI EL ERAP gn. 2 
式 (5. 9. 6) gj C5. 3.6 ) 称 为 圆 的 泊 松 公式 ， 

类 似 于 半空 间 精 襄 , TEL FH Ue OK ACEGETR y> 上 拉 
EED ERKI ERKA., TEFEN Maleo go. "Uu 
* 162 。 
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$i OM, — Yo), X Mir, yy, Als 5-7. y 
HERR A BRE EER y> 工 第 - 边 值 
[nj 25 [I] A& BR ER] 2 GCM, Ma) 为 
1 1 


GCM, Ay = in — In (5.5.70 
M Ma Tu, 
d e `i 
on p WrEA 
aa "E 1 


= 一 一 一 lonor 
" 27] ^ (x — t9) + (9— Yo) 


1 
B EE (gy | 


m ey» 
(2—329)* — y3 


将 这 个 结果 代入 (5. 4.21)， 得 到 了 方程 Ax 一 wa 一 0 在 上 半 
平面 上 的 狄 利克 莱 问 题 n] ,二 了 的 解 的 表达 式 


i” y 
u(zo, Yo) 一 b u— Ur fCc)dz (5. 5. 8) 


最 后 还 指出 , 利用 1 55 2 段 的 格林 函数 , 读者 不 难 从 (5. 4. 15) 
式 写 出 泊 松 方程 的 狄 利 克 药 问题 的 解 的 表述 式 .， 


¥=0 


第 五 章 cJ) xm 
1 验证 Ww 一 In 二 (r= E F y) 


u- (rm a (一 gd (2) 7) 
aru EHE. — HObETE B6 Jy $509 6. CE 2o EGET , 

2 说 号 是 以 兆 语 曲线 三 为 边界 的 在 界 区 域 , 国 数 ule, 90 3 v(x 加 以 及 
BPE N -pi TEERAA DHE EXER YEDC BED AR Lt EFE iat 
数 ， 谨 证明 平面 上 第 一 ,第 二 ,第 三 格林 公式 

» 163= 
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SLT if (z: gv Au A 
a [uas = sapag 2l 2x Dr Əy 25/77 
L n 


DEC 
" 


工 


) 48. 


(3) u CM TEE) [m 1 ui) uM) S In 1 
Iny g 


zs Tuy, Phy Tuw, 


A 


拼 普 拉 斯 算 子 . 
3 试 证 明 焉 -> 维 的 情况 下 调和 隅 数 的 去 还 六 


NE. 1 Ju 1 
uM =f | m sm uz (In +) las 


Jop L-AHHAR h, Mab DOCTR EC B f A. 
4* 验证 国 数 


«c nz re mmo gt 
D 


WTA HE ^u—f n, y). 
5 在 以 原点 为 中 心 , 以 为 半径 的 山内 , 求 泊 松 方程 第 一 过 值 门 题 
z Urr 二 Wyy = — ay 


u 
fis RE. 
6 JAER ERU ECSE 7E AE) 
Hr. ry um, rid y*-pzt*-71 
| ur, 9, qo) |... -—3e0820-F1, Gr, 8, qp) o ER A Bg 


7 在 以 原点 为 圆心 ,a 为 半径 的 车 内, RERA EA 33 ALIS RE 
ÅU = Usg uy 一 一生 
=i) 


rag 


mE. 
8 (EE y0 央求 解 拉 普 接 斯 方程 Au uuu uy, 0, RRIF 
= 16d 。 
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$6, Hrot 
i las, M xz IW. 
9 (D WIED E?EB HS MB TATE 
(2) mIEH OT E FERR bE BS RS P ERR, 
10. WIER GAH 2; BE ACRI SLE VAL Io ER 2 e a RE — HE ts $a ze E, 


Jp uir, 0) 


* Jó5 +* 
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第 六 章 ” 泊 松 方 程 的 差分 解法 


从 第 一 章 到 第 五 章 可 以 看 出 ， 伪 微分 方程 只 是 在 一 些 特殊 情 
襄 下 才能 求 得 定 解 问题 的 精确 解 . 但 工程 技术 和 科学 实验 提 上 出 的 
大 量 的 偏 微分 方程 问题 需要 解决 ， 此 时 就 必须 借助 于 差分 方法 或 
近似 方 尘 以 求 得 这 些 问 题 的 数值 解 或 江 似 解 。 本 剖 主 要 讨论 这 松 
方程 的 差分 方法 , 差分 方程 解 的 存在 性 及 入 代 法 的 收敛 性 等 问题 . 


$6-1 泊 松 方程 边 值 问题 化 为 差分 方程 
I DB 
MEZRA. 3Edí 27; Eh A S qe UA A P H2 3$ — 3 TR 
问题 : 好 在 平面 区 域 安 十 及 EARE[SR HA T for 2; F2 33H E A FE 
Fu Fu 
Au = tay 1%, y», Hr, EG 


E77 (8.1. D 
usp, 4r, Er 


其 中 四 是 在 局 上 的 连续 图 数 . 

一 盘 对 这 类 方程 匣 无 法 求 出 解 的 分 析 表 到 式 ， 或 者 即便 可 以 
求 出 也 很 麻烦 ， 用 它 来 计算 各 点 z* 值 工作 量 很 大. 并且 在 实际 问 
题 中 往往 也 并 不 需要 求 出 衬 在 区 域内 每 一 点 的 值 ， 因 此 ， 我 们 就 
用 近似 方法 求 出 # dE CO 内 某 些 点 的 近似 值 , 

首先 此 解雇 在 哪些 点 上 求 值 问题 . 我 们 按 一定 的 规律 作出 平 
HERH, HEERO, EE G 上 能 定义 对 MARZOA 
程 ， 如 图 6-1, 一 般 地 , EIER RIEA E T HP E b pE D k, t 的 两 
族 相 交 直 线 构成 的 .和 任 一 变 点 (zx,, go RB 

Ti 二 0 二 2， {一 士 ], 十 2 十 3, +) 
"166 * 
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yk 十], +2, +3, =) 
jx H A720, 1720, SARR ORR E +, g 办 的 步 长 , 点 (zb Y) IRAE 
点 或 网 点 . 若 RS 时 称 为 矩形 网 格 , -时 称 为 正方 形 网 格 . X 
uu — ur, YERA ulr, y) YE p Cni, yu SR DS dB. 
H TRE e ERR ERLEBRSIN. AJALA u TEX EO a IC HUJUS 
程 


CMDs (FE) HE), fe C6. 1. 2) 


吾 接 使 用 这 一 含 偏 导 数 的 方程 无 法 求 出 + E, Ah RERA 
程 化 为 # 在 网 格 点 上 的 值 所 近似 地 满 是 的 线性 代数 方程 组 .为 此 
在 (6.1. 2) 中 用 差 商 米 代替 偏 他 数 


(222) a Eiri T Au p t Utk 
Fr” ik PE 


(23) NA Hi e Ui Wis 
dj PE ÜU 


于 是 从 (6. 1. 2) 得 出 u 解 的 近似 值 如 ,,; 所 满足 的 其 分 方程 为 
U;,,,—2U, Us Ui ,,1 — 2U srt Vin! —f 
m PE 二 i 4 ik 


| (B. 1. 3a) 
i, k= +1, +2, +3,4 

这 是 一 个 关于 Vii 的 线性 代数 方程 组 . 

按照 上 述 网 烙 的 划分 , 我 们 规定 , EAP C, get) 政 其 四 个 相仿 
Bus Ye)s Te 的 G, 则 称 PO, 
3 为 圆 格 肉 点 ， 一 切 现 格 内 点 的 集合 记 为 号 ,一 般 地 , 把 不 属于 
但 包含 在 Gc D ADE 点 称 为 网 烙 界 点 ， 这 些 点 的 集合 记 为 
DOLES 6-1), . 

RHI Ui 除了 满足 差分 方程 之 外 ， 在 网 格 界 RI. 上 还 需 
TS Jg. Dr ri, Ia 


* 1675 
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Ui, di ks (6. 1. 35) 


| "i 


iine 
i ELE] 


w 68-1 
这 里 应 当 注 意 当 网 格 界 成 tx;， EBAL CER 540.9. Mhi 
略 界 点 2;, #8) 不 在 六 上 时 ， 则 用 好 数 插值 法 找 出 用 wm 表示 出 的 某 
PF bio 的 近似 值 求 ， 

综 上 所 述 求 解 偶 微分 方程 第 一 迪 值 问题 16.1. 1) 就 转 必 为 辽 
EL AKARE A HCG. L 3a), (6.1. 30), 这 是 一 个 线性 代数 
方程 组 , 可 用 简单 选 代 法 , 赛 德尔 (Seidel) 法, e 558, 求 出 解 来 . 

AA ATENE SHARR RAR E, DREA T= 
个 问题 : 

1” 怎样 选取 疝 格 ， 也 就 是 在 如 些 点 求 值 的 问题 . 选 好 阿 祝 
后 还 有 怎样 将 微分 方程 化 为 一 组 封闭 的 线性 代数 方程 组 〈 即 差分 
方程) 的 问题 . 

2^ 怎样 解 所 得 到 的 线性 代数 方程 组 ( 即 差 分 方程 ;的 问题 . 

3” 差分 方程 的 精确 解 当 ->0, 1 一 0 BE Rs EST Hb 005 3 
程 的 解 , 以 及 怎样 悄 计 它们 的 误差 问题 ,也 就 是 要 判别 所 得 到 的 结 
果 是 否 有 用 的 问题 . 

* J6B* 
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2 微分 方程 的 差分 格式 的 袍 造 


我 们 在 区 域 G CAES 6-2) 上 计 论 最 简 弟 区 泊 松 方程 
Fau 
ox 
我 们 玻 取 这 样 的 正方 形 网 格 : 分 别 作 一 族 平 行 于 2 BRI 3E T 
于 ?y 轴 的 直线 , 每 族 中 相 名 两 条 直线 之 则 的 距离 都 是 如 ~0. 今后 的 
目的 就 是 要 在 这 两 族 直 线 在 G APZ ACARA OE E 
HERIR ufi. 这 里 把 组 标 为 Ca-l- ih, b - EAD BS RIA Bi E 2 CE, ED, 
u 与 了 在 (5 E) EU EDO vin, Pos SERE. 
下 面 我 们 讨论 怎样 从 微分 方程 去 求 出 ui LIU Bii 足 一 组 线 
性 代数 方程 组 , 也 就 是 近似 于 微分 方程 的 准 分 方程 


o 
ur" y) (8. 1. 1) 


(P.RMD 


(31, E) 


(i,Ek—I) 
图 56-2 图 6-3 

1" 第 一 种 五 点 格式 ”如 图 6-3 所 示 那 样 ， 我 们 用 偏 导数 的 
壮 尚 近似 公式 去 代替 方程 (6.1. 1) 中 的 偏 导数 ，(6. 1. D) CAE RR 
近 伺 地 为 
大 Ci (B. l. 4A) 
其 中 

T Bar T Misit ZEE HANE TL i Om UMP (6. I. 5) 
= I69 + 
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fr (0. 1. 5 中 册 现 的 只 是 点 人 E) RREA TEAN AAE 
的 # 值 ， 利 用 二 元 图 数 的 泰勒 展开 式 , 就 可 以 求 得 差分 公式 (6.1. 
DEIRA) 之 则 的 误差. 这 里 


EO 2) 
i+ lag — "is h ari ga? 
Visi = Hin (25) HETI dz? JT 93 a 
ht | 
41\ Bw /7s 
du MER (Fu 
Hiig S Hise (S5) v. e. (781 39), „h 
FEA /gd'u 
tai( ga) "rt 
gw h^ (2*u A" /Ou 
=n tAE) ex(Ei) ex) 
Hisar = Uinc ola 2n 3y" 
WER 
A yt e: 
= gu A*/23*u h/F u 
Uj- A Hi E ui ea 38. sp). 
4 e 
u 
十 了 
41 ag* a 5 


HAZE RAMASA (2e GG H1, DAW 
中 值 , 余 此 类 推 ， 将 这 四 个 式 子 相 加 , 并 令 


r= Gaat Gc Hat re] 


则 得 出 下 式 


i O Mi = me (Au) iy, TE, [rE (6. l. 8) 


Jb | 
E k Å? 
Fn —g EF (B. 1. 7) 


此 处 M Æ au 的 各 四 阶 SP Bodies ca Ze ERR. (9.1. 7) 式 说 
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MERER. L OPADE RT O uia EAM EA A) a 
的 误差 起 OGD ETID, 

Ej rf, E Hi Un RA Ww 的 近似值 ， 用 ?Ouwiws 代 粹 (6. 1. 2) 
FR CA su A d IRSE Rau. XETISI uis 近似 地 注 足 的 益 
zt 


TOU= fos (6. 1. 8) 


Bp CO. 1. 8) A tia ILER UL i AL; Er, 

近似 方程 (6.1. 8) 8 Ze AS Fu EQ, DONE FAEZRSVUT SD 
点 上 的 值 的 线性 组 侣 h T ou. Xcurfb EE Aw os 而 得 到 的 ， 轩 
HERT ^E C701 283A Re HI. u E, EDDIE ie 0) — 28 48 RRR S0 t 
A Est E TESL TE AED TE CD uu, 以 得 到 比 AE O uL EIE 
WFW WAA., TAREA IR RS 

2" 第 二 种 五 点 格式 ”现在 我 们 用 (5 1 及 其 邻近 的 四 个 角 
于 的 所 (一 1 站 二 1， (一 1 下 十 1)》， G+1,k—1), 0 一 1 有 一 1I) 上 
Ha w frs £k PEZ EF 

Lu, — Cui d CiCai cog H urn -1 HS cnn E 4 i, e c1) 
(8.1. 9) 

去 近似 代替 《Aw) ss。 其 中 Co C, GREHI) GLEED 


是 待定 常数 , 确定 Cu C， 以 使 得 i 


Lu, I) 8f 8 Au) a V BECAS, 并 
GER k--1) 


AE RERS F CAw)us. AT 
确定 Co, Ci, ATH w EAGT 1, 
十 1)， G—1, +1), (GG, 
k—1), G—Lhk—D) bf tG-nk-D 
ENDE IU PE T E 8 


E dog à/23 ay 
HirlsE +1 Wisg MEG) u+ 


. I/i* 
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(24 3a ay - 
T dr +2) NT alata) an iE 


O 3 M. 
MEA 2 x +2) ai 
R? d h* . 
Er. i "Har aata n » 
macer rege 
Wi ise! o Uy 十 h ar^ cei Aa x) 


P 
TA (Ez): Cea $t L 


u 'd D hrg gu 
uan im to (E 2 (22) ud 
A/D 39 h'/329 Ja u 
uc ur | gi a 
Ti xxu d v IRACG. 1.9) 896 9m. 使 得 到 
2 
Lti — (Cet AC, Yi t AC,- i; a + 


AE URH Suy. taD +o] 
为 了 使 得 Lun 是 (Aw), 的 近似 表达 大 式 ,由 上 式 可 知 Cs, C 必须 
满足 
C,4-40,—20, 2C,À—1 
解 出 Co, C, 便 得 出 


C=- C= (6.1. 10) 
TEXAN. a 的 一 个 新 的 差分 近似 式 
Lau, 一 Du " (5. 1. 11) 
， 其 中 
[Iira S Wiri ar Pta pi F i ee FU -1 Ati 
(8. 1. 12) 
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Xk 4 AE EX, EUR D Bic Au) a MIRE Rn 
1 
2à* 一 


A) 二 + FI T. (6.1. 13) 
yn 
-]1 4h 
FoR? 41 
T Boa (o AE OP e. 
[5] di Ht 23 LU, A EERDE I TECO. L. 12 P A m S CAD uu, 
TAIERE RT. ns LEE M 和 近似 地 满足 的 差分 方程 
—l E = fi (8. I. 14) 


"Hl C6. 1. 145 £& u.c BIITH U us E073 RE. 

由 此 可 以 看 到 , ELE CE, E) EPA f. EHR eR E u (ESSE 
-性 组 合 去 通 近 (assrzs 叶 , HE Ee Er D. BREAD FTO 
到 更 精确 和 的 蔡 分 近似 式 ， 就 应 读 用 更 多 的 点 上 的 % 值 来 做 线性 组 
合 。 下 面 就 给 出 最 常见 的 一 种 . 

3” Jum MEH G, 
&) REHAR TAE Iy u HEX 
性 组 合 

Laa p oO Ou, Cs ui. 
RRP Gui AP C, C: 是 竺 
E EE H 6-3 
WEI REHE CoCo X HB Lus, ERER IAE 

Luo SC Cta Oal ti 7 (C205 du 


| 再， "HEN T2 3 M.— PPM, 


42k ZE (O, +203) CHp Mya) -- 12C. us FE: pon (6. 1. 15) 


Hr, X 要 使 Luj,, AE Cu) s a DL AC, d ECOL 2C.) 
—l,XXTEAUEEREXETE Cl Cs 都 不 能 消去 Lun ori GERE A 
* 173-5 
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的 项 ， 因 此 Luta Au) Bus E FERE DE OC), 

1H Ac 36413 T EAE S CAW) i 的 系数 为 1 的 同时 , dia fir Pur rs 
数 的 项 答 好 组 合成 《〈A 旭 和 的 倍数 ， 这 就 是 使 得 四 阶 导 数 的 项 成 
为 (Ap 即 具 要 选择 Co es - 

(C E20, =i 
eos aq 
解 此 方程 组 得 出 
1 


2 
A C— ry (B. 1. 165 


a 
hioi . 
T 


2 
Lu. 一 CHi t zzi iy T = (AD ia HAU i eee 


gs 
(6. 1. 17) 
这 样 选 定 Ci, Cs 以 后 , Lors, :的 展开 式 中 含 六 阶 导 数 的 项 志 可 

以 通过 A 来 表示: 


Ph (tss ti) gg t e 十 Qa 15944ga H 152142 g4 Uya ist BEY - 


Zh" ean t 15u t l5Uy2,«4- ugs) ios 


615 
DAE gt i 
A'u- 24435 Er Au) 
PRYE] 
BOE 
2 ) 
B 2" B6. i. I8) 
2 (Az rgy zôu) HRL (86. i. 18) 
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RT 3A'u- 16— 


o'u 
an pe 


3 5 

(8. I. 19) 

记 采 在 计算 人 us Da 中 的 车 与 相 邻 各 点 的 差 了 时 , PESE 

RARES Ei GAT ERTA A BEA, Baii n RT 
3X 


kE 
1 


1 Re By ar — D208 
k ES git dtt ) 4f,— 813^ Ma (8. I. 20) 


其 中 Ma i ud INE (a TA EER [9] E T. 
Hb, Did ERAu—f E udEC, DA: ESTE E TAAR 
3 


- LO Hine HEt} = fu t b MD 十 


SP (A fex xi. Jat RT (8. 1. 21) 


当 三 0 时, 即 对 拉 普 拉 斯 方程 Au—0,4| PRESE AR 
giri 40 Uo OU., ,}=0 (6.1. 22) 

dnd H] Aw 二 9 ule CAL, MEUS. RTT OC), 

" fse0O Bd, BIET TRA JE FUA u— f£, 则 可 用 车 分 方程 
E 《人 ,3 OVi r+}= fatt ECAP) aa (8. 1. 23) 
HIRE HOO. KEXP, Ll N vi dE. EE H 
L Ofisa BIAG. 1, 23) cb Af) s os 于 是 便 得 到 实际 使 用 的 莽 
des 
M4 OoU, 1 tOU, Li fuac LO fui (6. 1. 24) 


ES 
E E BEA 2E 0529 O), 
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eub. AMSER THAN f Au = f EAR E D EHR 
THE HAREIDE EDEA EE. XX4-7; PESE PO A 
个 数 与 图 6-2 EAO TROA, BG u ic n 3c ERAS., 
ELEA ADEJE A RARA, AERE KRG Baa 9r ID 09 7x 
上 到 方程 时 , MESAR Ram, BRA RR EA ufi xS 
PEIE HRR GSA Rip ARR E TAR Aa Dau 
年 的 解 不 能 确定. 由 于 微分 方程 的 解 还 由 它 的 边 值 条 件 才能 确定 ， 
所 以 我 们 就 用 边 值 条 件 米 解决 这 个 问题 ， 使 方程 的 个 数 与 求知 数 
的 个 数 柑 司 ， 


3 边 值 条 件 的 着 分 近似 
对 于 泊 松 方程 而 言 , A TEZKERE: 


5S —3& wir 二 中 
= duj c 
第 二 类 3n zc 


第 三 类 Ere | 
这 里 p, e HEEE BR u BXARA, n 是 向 外 的 法 同方 
IRE. HR 这 里 只 需 寺 论 第 一 ,三 类 边 慎 委任 就 可 以 了 . 

1” 第 一 类 边 值 同 题 ”此 时 边 值 条件 为 

ulr =p (6. 1. 25) 
B] u£p ERE E89f8 p REW., EER A5 HRE x” 的 点 刚 
HEELAL E, MEREZA Ex” ERDER T 
E, 如 可 用 下 述 两 种 方法 来 解决 这 个 问题 ， 

a 直接 转移 法 WAIARO RAG, W) nE 6-2 
的 点 1) 上 ， 我 们 不 再 按 疗 面 第 2 小 市 中 所 说 的 办 法 天 故 程 ， 也 就 
没有 引进 新 的 米 知 数 . 我 们 用 这 界 上 离 这 点 最 近 的 后 如 上 的 w 值 
* 1767 
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近似 地 作为 (i, DEHA 也 就 是 令 
Ui = PLR) (8. 1. 26) 
1n Ci, E) Po pies Chl 6-2 中 的 2), JB Zi do REEL EEG, k) 
点 上 按 第 2 小 条 中 格式 列 出 方程 ， 而 对 新 引进 揭 画 “x " 8 d e 
法 作 直 接 转移 . 
b 线性 插值 ”在 靠近 按 界 上 关口 ”的 点 己 上 不 按 第 2 小节 
中 格式 列 方程 ， 而 按 线 性 插值 列 方 程 。 这 战 不 会 引进 新 水 知 数 
(x? 点 上 的 4 信 )， 如 图 6-6 所 示 ， 刀 在 这 些 点 上 的 值 有 近似 的 


u(Q)—uiP) — A 


u(P) —u(R) ó 


FÆ P RIER % PITESTI 0 y T 
RU (R) -SU (Q) 
AtS 
Ap iE UrxS A AHO” HAAA mE 6-8), 32. ds, 
可 以 在 “点 按 第 22r H RRAN mppmmelx mu * x "n3 
成 卫 按 线性 插值 法 列 出 在 这 些 mi 上 的 值 所 适合 的 近似 方程 
(Q) —uCP) É 


u(R)—ulP)}) 6 


U(P)— (6. 1. 27) 
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-图 56-8 图 6-5 


于 是 得 到 的 近似 值 吕 在 点 满足 的 方程 
p (p n e (6. 1. 28) 
h 


2” 第 三 边 值 问题 ”如果 在 网 格 内 点 上 已 如 前 所 述 列 出 了 差 
分 方程 , BEZE TO EIRE Ae AERE AKOA YS N u I, 以 使 方程 的 
A Bc Sole hU BRE. E. 

第 一 种 网 格 的 边界 点 刚好 落 在 边界 厂 上 ， 这 时 就 在 点 家 
接 由 边界 条 件 列 出 一 个 莽 分 方 牺 ， 实 现 这 个 问题 的 关键 是 如 何 用 
差分 近似 地 替代 池 , 以下 就 解决 这 个 疝 题 : 

a ib EPIRI n Sd bs Hot 此 时 情况 如 图 


Ej 6-10 
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:-10 x 6-11 所 示 , 显然 有 
cuj -HPI THO Lg 


nip 
TEE e AP ANE ASIN Am xS 
UIS ODE E -FeUCP) - 9CP) 
3r nic Zr Fe 9x35 29 OC), 
b itt E Pm MEIST 545 dau mms 
图 6-12 Prr. ld H 


AN = jocos (n, z) +5" cos (n, Dt 
LEOP scia): (6. 1. 29) 
HOD uP) os (2— B) +O) 


À 
于 是 在 号 点 可 以 得 到 误差 为 0( 如 的 近似 的 差分 方程 
UCP)—UGQ) | sa QUOD -UUD. cos B 4- ÓU (P) 29 CP) 
h 


(6. 1. 30) 


id 8-12 图 c-i8 
dS APAREA E Aa POET LS AHTI — Ph E P 
ASAF. 担 是 需要 用 到 边界 三 上 与 PP 相近 的 荣 点 PARANI bE 
Ai P i n, Jr ILC A 2897; AH RMA eCP) 就 等 于 p+). 


* 179» 


振动 论坛 http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 


如 图 6-13 所 示 . 

sob, elici 5s RUE T 1E ZEE BUR IEHIEHUL P, 怎样 把 
泊 松 方程 的 边 值 问题 化 为 一 个 线性 代数 方程 组 了 ， 此 哮 还 是 一 个 
方程 个 数 与 未 知 数 个 数 相 间 的 线性 代数 方程 组 .这 只 是 和 解 馈 分 方 
程 的 第 一 步 , 常常 还 需要 研究 以 下 几 个 问题 : | 

1) 当 有 =0 时 , 352335 EXE XI UE (UR AI 2; £2. Snap Vr EE 
EET 

27 差分 方程 组 是 否 可 解 ? 

3) 如 何 解 差分 六 程 组 ? 

4) 其 分 方程 组 的 和 解 当 有 ->0 时 是 否 收 人 乒 于 微分 方程 的 解 ? 

用 差分 方程 去 再 近 徽 分 方程 ,产生 的 误 关 RUD ALCG. 1. 6) Vf 
为 截断 误差 .和 规 断 误差 的 估计 从 46.1. 7) 可 知 是 下 phy. BELT 
>0 时 ， 莽 分 方程 总 近 于 微分 方程 。 至 于 2)、3)、4 留 作 下 市 讨 
论 . 

还 需 指 出 , 网 格 可 以 是 矩形 的 网 格 , 平 行 四 边 形 的 网 格 ， 巷 至 
还 可 以 是 正太 边 形 阅 柯 , S08, 


$6-2 差分 方程 解 的 存在 性 及 迁 代 法 的 收 仇 性 

E § 6-1 中 已 讨论 了 怎样 用 差分 方程 分 别 去 近似 EFC Uy 
程 和 边界 条 件 , 从 而 得 到 煌 应 的 线性 代数 方程 组 , 本 市 将 要 讨论 过 
FE BS ER Fr PUER 24 Ré SEHE TE ZA AR TEC BE. BERAE LA Ae iT 
Katt EE, RnB M: zB] 

1 解 的 存在 性 

假设 所 讨论 的 消 松 方程 的 第 -… 边 值 问题 

人 ^a Fu J'u 


BETE T3y mj, Jy), 2 25 g)—G (B. l. 1X 
[r= p 


* 150 * 


振动 论坛 http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 


P5 ERIRE EKI G: (Oxrzla, Oxlyzlb), qu£RERO- 
«a DRA LR, Pk k= 线 恨 D APE komy 


分 ， 此 时 m==| 对 | 取 (6.1 起 相当 的 第 一 种 五 点 格式 6.1. 8), 
并 把 这 个 差分 方程 (6. 1. 8) 化 为 下 述 形式 
Ui k AU. TOL FERT tU; si Ui k fi k KA] 


(6. 2. 1) 
($—1,2,--, [—1; £—1,2, --, m— 1) 
由 于 所 讨论 的 区 域 是 矩形 区 域 ， WEIKE 353 5) 25 raso ec EXISI. EO. 
根据 (6.1. 1) 中 给 定 的 边界 条 件 , 在 边界 结 点 上 我 们 有 
一 六 (1 
k—0,m, 1-—0,1,2,-,I (6. 2. 25 
方程 (6. 2. 15, (6. 2. 2) 是 一 个 线性 代数 方程 组 , 它 的 方程 个 数 和 未 
知 量 个 数 是 相 问 的。 
下 面 找 述 一 个 保证 差分 方程 (6. 2.1) 和 (6, 2. 2) 的 解 存在 的 极 
f& IR EE: 
极 值 原理 设 v, ;是 定义 在 6G 十、 上 的 一 组 数值 , vu 志 常 


He, 并 且 在 Gi 内 ， d Ovi, 270, JPR vi, , 不 可 能 在 内 部 结 虑 -上 
CHI Ga ANARE RKE. Fir Ovi. m0, IPR vi :不 可 能 在 


AER I ECET @ ANEA TASEME. 
证 明 ”用 反 证 法 RME v.a, WERE AMA. HARRERA Go 
kat Eln HUA tipe = M. 
因为 £a A A, Bi EX TE (do, 后 》 相 分 的 结 点 上 至 少 有 一 个 Pisk 小 于 形 . 
(D M BA 恰好 为 整数 时 ， 迪 界 结 点 怡 好 落 在 边界 上 ， 3$ 8 不 是 整数 时 , ERE m 
FRE /A]- i. 
+ IS81-* 
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因而 

iO tua. gs soni Pus EP a Pr cas A08 as) «o 
xx 13 EE. 

至 于 第 二 部 分 ， REPE Lo v 0. FERIA ESTE RH SE f zx a 
4n. — ty 不 可 能 在 内 部 结 点 上 ( 即 @ 肉 } 达到 正 的 最 大 值 ， 从 而 ， 当 
让 人 ouwesS0 时 ，vwys 不 可 能 在 内 部 结 点 上 ( 即 Gu 内) 达到 负 的 最 小 导 . 证 
Ho 

THE ” 洲 分 方程 (68. 2. 1), C6. 2. ZU HIE f. 

千 证 明 齐 次 方程 组 

QU;,, =0, (t, DEG, 
S G, OEL, 
只 有 专 解 . AA OU, = 0, G, k)EG,, KHARE, U, ;只 能 
在 了 ,上 上 取 正 的 最 大 值 。 但 因 在 Pa EUn, =0, 所 以 
U,, ,:0, G, 5) €G,4- DP, 
2$ HER EE TECER B LCa 3I 
U,, 250, (i, DEGH DP, 
由 此 推 得 Un , —0, G, DEGH, 

这 条 结论 说 明 ， 线 性 代数 方程 组 (6. 2.1), (6.2. 2) 的 齐 次 方 
程 组 只 有 零 解 ， 从 线性 代数 知 廊 可 知 ， 这 只 有 线性 方程 组 的 系数 
行列 式 不 等 于 零 的 情况 才 有 可 能 ， 从 而 线性 代数 方程 组 (6, 2. 1)、 
(6. 2. 2) 就 一 定 有 唯一 解 ， 这 就 证 明了 所 得 的 差分 方程 伍 有 唯一 
Ng. 


2 选 代 格式 的 选择 


SHER Jj 8238 — 3n [eri EE C6. 1. 1), 在 1 中 已 构 洁 了 相应 的 差 
分 方程 46. 2. 1), (6. 2. 2), JE EH] T 2523 DELA EATE. T 
. j2" 
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面 讨论 实际 求解 的 方法 . 

在 实际 计算 中 , 为 了 保证 精确 度 , 步 长 往往 取得 较 小 ， 因 此 网 
格 区 域 的 结 点 很 多 , 所 以 差分 方程 是 一 个 高 阶 的 线性 代数 方程 组 . 
由 于 对 所 列 五 点 差分 格式 , 每 一 内 结 点 只 依赖 周围 相 邻 的 四 点 , 因 
此 条 应 的 线性 代数 方程 组 的 系数 矩 隆 有 大 旺 的 稚 元 素 ， 即 是 一 个 
"Bale" Ae, 采用 选 代 东 就 可 以 充分 利用 这 一 优点 . 

a 同步 送 代 法 (简单 迁 代 法 ) 首先 任意 给 定 在 网 格 区 域内 
结 点 (Cz,, Ve) EB B CUT 作为 解 的 零 次 近似 ， 把 这 组 数值 代入 
(6. 2. D B3 3 si 63 80 

Uii m up E pEUI0u) - Eua 
作为 解 的 一 次 近似 ， 这 里 若 涉 及 到 边界 结 点 上 的 值 , 均 用 (6. 2. 2) 
式 所 给 定 的 已 知 值 代入 , 下 同 ， 一 般 地 讲 , 在 已 给 定 解 的 第 n 次 近 
DUMA, WAR 

UMIE = HUM at Uaa UMa t Uta 1-54, 

(6. 2. 3) 
得 到 解 的 第 x 十 1 BERL EREET MEEA UT Y, 
n—0,1,2:-, 

TEGES, REB SEUOEEHELUT nf EH, 当 noo 时 , 此 序 
yi coe T 354 IRIRE (0. 2.1), (6.2. 2) 的 精确 解 。 因 此 , 当 % 相当 
大 时 , (084i} 就 给 出 所 要 求 的 近似 解 ， 又 通常 ,对 充分 大 的 当 相 
BRAGARD )，{CSee}y 间 的 误差 小 于 某 个 预先 给 定 的 适 
当 小 的 控制 数 62-0 时 , USTEDES EE MUNERE 
近似 解 

b 异步 渤 代 法 ( 赛 德尔 迁 代 法 ) 在 电子 计算 机 上 采用 同步 
选 代 法 求解 时 ， 必 须要 有 商 套 工作 单元 来 存储 网 格 区域 结 点 上 的 
解 在 送 代 过 程 中 的 新 值 与 旧 信 ， 为 了 节省 工作 单元 ， 并 加 快 选 代 


a JÄ}. 
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收 敏 的 速度 , 通常 采用 所 谓 异 步 选 代 法 求解 ， 即 在 计算 第 no 1k 
近似 信 USLU 时 ,如 图 6-3 BUR, 如 果 某 些 邻 点 的 十 1 次 近似 人 
已 在 前 面 求 得 , 就 可 直接 把 此 值 代入 (6. 2. 3 中 的 右 闯 以 代替 床 来 
应 代入 的 第 #% 次 近似 值 。 同 时 按 结 点 的 自然 顺 订 进 行 选 代 ， 即 到 
小 的 先 作 ,对 固定 的 E, £z) odo fl, 如 内 6-14 所 示 , 于 是 得 出 下 述 
NS 
Uric o DIUSPi RUBUS RUP FUTIO T fas 
(B. 2. 4) 
同样 ， 这 里 右 端 涉及 边界 结 


Akam sree | | | | | ||. 
式 所 结 定 的 已 知 值 代 人 . 显 | 

然 ， 用 这 种 次 序 进行 迭代 时 as| 29 
《参见 图 6-14), 在 求 结 点 = ls Face 
Gig 2328 «4-1 深 近 伺 解 
UY#1 时 ， 其 周围 四 个 结 点 
中 ， 结 点 (zi gn) Gs; 
yx 1) Sb EHL 次 近似 解 已 
经 求 得 , MESA (iunde) 
及 人 ti) hy Ho E E ELR. 

由 此 可 以 看 出 , 用 异步 选 代 靶 进行 造 代 求解 , 只 需 用 一 套 工 作 
单元 来 存储 网 格 区域 结 点 上 的 近似 解 . 同时 也 可 以 证 明 ， 当 ”> 
co 时 , 异步 选 代 法 所 得 到 的 序列 CUTS 必 收 化 于 差分 方程 问题 的 
精确 解 , 洪 收 人 争 速 度 比 同步 迭代 法 要 快 一 伴 左 右 ， 因 此 , 异步 选 代 
法 是 求解 泊 松 方程 定 解 问题 的 一 个 值得 采用 的 方 潜 ， 

c 逐次 超 松 弛 选 代 法 (SOR 法 ) 通过 实际 计算 表明 ， 在 结 
点 个 数 较 多 的 情况 下 , 异步 选 代 法 的 收 敏 速度 仍然 很 慢 , 因此 如 何 


-184° 


振动 论坛 http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 


加 馈 选 代 监 伍 的 速 应 ， 就 是 一 个 很 迫切 的 问题 ， 为 了 加 快 玩 我 收 
SEIXS HE, METE AP A E TIAE A E te h T XEDOBEA gx (Ch977 
法 , 即 SOR 方法 .方法 的 基本 思想 起 


2 
和 


lupi oUmT 1? (0-—9)U (2 (B. 2 6) 
AA TII F BA 
Ura? SPOP UHR Uf, Uh] h Hra 
tl—o) UR Sed) 


Arp o A^ E. 称 为 超 松 弛 因子 , H 1-e-c2, 


由 《6. 2. 8) 式 所 决定 的 可 gt 就 是 用 异步 选 代 法 (6. 2. 全 所 得 
的 新 值 , 可 以 想象 它 比 旧 值 UTI EdENETOERGEBRVAR. BRER 


实际 上 就 是 用 大 于 1 HRR o 3B UT? 加 大 它 在 选 代 中 所 起 的 
作用 ， 再 和 旧 值 适当 的 进行 平均 (6. 2.6), TICO. 2.7) 式 给 出 碗 
[Rr ie Ze 。 实 践 表 明 , 采用 上 述 深 序 进行 迁 代 时 , 选取 适当 
的 超 松 弛 因 于 o, E RT CA RUD TUR BE. 理论 上 已 经 证 朋 , 逐 
CEDE A Ub xk FCU ice n y SE ZR PE 
0«o«2, |A|«I 

AB 

: l/ ra SG r—]1,2,-,1—1 

A= Am m -pA eos f cos 72 —— M NE 
而 其 优 松弛 因子 o — e, 由 ram 


Gap; 一 本 | 


Xp LA]! — max [Au]. O 


TT 


名” 出 京 大 学 数学 系 计算 数学 专业 护 , + 偏 微 分 方程 数 慎 解法 3, 第 三 章 , 3 3, 科学 
UR EE 19794, 


» Ta = 


振动 论坛 http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 


显然 ,在 46, 2. 7) rp Ap RE o=1, 就 化 为 普通 的 异步 选 代 法 式 
(8. 2. 4). 

SLE) AE bi 26 Di, DERE (6. 2.7) 的 详细 计算 步骤 如 下 : 

第 一 类 边 值 问题 

1 ERY a, be d, VAR a, 9 HRDO M,N, 
误 共 控制 数 e BRIR E Vu. 

2 计算 步 狼 
b—a Jy. d—c 
M?’ N 

3 HANT o Bul. XE E PA fe a E eA FR 
计算 会 式 计 算出 所 的 仁 . 

4 HRA RAE 

r;—a-ri:h,g,-—c-rkl 


h= 


5 “计算 边 什 
6 调用 Fir, pT fe, Y). 
7 利用 (6. 2. Di A tis 


Uist =F Un -tt U1 -FF iris +F iss "n. 
UH fu 十 (1—o)FV in 


这 里 的 Uiss 是 46. 2. 7 中 的 新 值 UT 20 Vos 代表 (C6. 2. 7) 中 
85 lE fà UT. 

8 HE, Ui Vin | SUT U l ce AN i, k E 
RTRMH EA RT E A H ARE É U a RAIE V Jer APE 
T, 进行 重复 计算 . 如 此 循环 ， 直 到 对 一 切 i,k ARAU NF iint 
<e AME. 

计算 框图 如 P: 
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Jr 


振动 论坛 http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 


Mi A iE PORE UE Vi ru 


输 人 误差 控制 数 < 
d A c, b, 6,86, M, N 
BAEO ica | 
xit 


ir E án U, y. U; w 


Ee kl 
HPERA«IVYEEAJ1 


p. ke: 
Yr EG HEUS Ua a 


derniers 
E 


WERAMERA | 
建立 选区 计数 ITRRAeL 


计算 firo go Jat 


BRUM AGERE Uo VUL an sia 
a k=l T, R1 Fin: r1 TF "S 
H-a, QM. 


第 三 类 边 值 问题 
在 矩形 域 的 情形 下 , 第 三 类 边界 条 件 相 当 于 下 列 四 个 条 忻 
r—a -S rsuw-g(, y) 


1877 
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p ou 一 
a—b; 3,17 pih, y) 


E 
| 


Sy eeu e, e) 


u 
Il 
n 


du — 
ay (rt — pir, d) 


为 了 使 误差 运 到 OCC), GRIP Newton 等 路 插值 公式 ， 
TE EXIGAT 2; EE TC 292553 AE 


Uset dU WU | Ua, = proy,) 
2h 
£—0,1,2, ^, N 


SU ux — M up Uu ot au pru, Vi) 


— j * Lug i 
Im ran SU ot oU s qo raga) 
$—0, 1, 2, doi M 
SU ag Wiwit Ew T, Epl) 


U Shponi — Eas H AU, 
nic 34-20k 
k=0, 1,2, =, N 
2AP ws V AU uin —U nin 


Uu 3 十 2eh 
E. Up aUt Wn {+ } 
Ent 3 十 2crt 


i =0, 1, 2, "=, M 


U. Apiw t AU oy Ui 
"e 3--2ol 


3X Hi 53 23 — 38 39 AB F3] Rd As [9 B9 5301 3T BL U os U usu Ciri Voon 
Sex Sounxkqeibim. HARIT IRA b: 
1,2, 3.4 ijs 3&xu dnd. 
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5 调用 乒 z, 执 与 oz， 也 的 子 程序 计算 TG. 09259G; 
Yed, IIDA Fises Pin 记 之 ， 

6 ECJA, EC JE mA US AIBE Vu TOSS HEEEUB 

XH, Uos, U mss UU. 

7 利用 (6. 2. D 3E TE ULL. 

8 ERÉQU,,—V.4.|-e3—ED ik Rd n: 成 立 则 计算 
k OURE U.: RHE Fi 后 回 到 步 又 6, 进行 重复 计 
算 , 可 到 对 一 切 i, EIRAS Uos —V us [ze 为 止 ， 

计算 框图 如 第 190 页 . 

例 1 在 正方 形 区 域 : 0 所 x 所 4，0 所 yy 夺 3 上 讨论 下 列 拉 普 拉 
斯 方程 第 一 边 值 问题: 

ie TE AL 
iJ” | gy? 
ur 
其 中 的 取 值 如 图 6-15 Bros, 

Ni Hiao, k=l, [HF 
Hár HAF. aR aF 0.7071 1 0.7071 0 
Fi 23341 27 8.89: 253 fet, 即 图 6-15 


UU, 2 (0 x 94-2 x 2-- 0.7071 x 24- 1) —0.4582 


H FE $8 21355 [623 X (6. 2. 4) GE ERIEBT fo, m 015: 
Los EE (U, st mir U On vi -小 Ui 
例如 , 计算 步骤 如 下 : 


7 全 一 工 (0.7071 十 2-- 0.4582 x 2) 2 0.9059 


US a 0.9059-F 0.4582 x 2) — 0.7056 
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To 一 了 (0.7071 十 0.7056 十 0.4582) 一 0.4677 


U11-—. (0.9059 4 240.4582) — 0.8410 


XcEfeAR Ve. — 
AEG SEE 
Xs a, b c, d, M,N 


Lum ie Us i-sEU La. +i +F, LESEN] 
WEORAS UEDASSRER P o FV rt Oe) Vs T PI 


Dc ; 


i0 


HE WE PT PPS MEI 
计算 LETT Yafo E 
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Vai =(0.7056+ 0.8410 -+ 0.4582) — 0.5012 


US — 4- (0.48774 0.5012-- 0) —0.2422 


继续 计算 上 去 ,一 直到 UTE TAPE, R U 作为 本 例 的 近 
似 解 . 


Ut Uis 
ü 


o. 8410 


g.5ü59 


UT. Ue. 
0.8381 0.4614 20.2195 D.8657 D.4616 0,2516 
1.0833 0.7404 9.4157 1. 0836 0.7405 0.4168 


$2 在 正方 形 区 域 ， 
Karam, 0 上 讨论 下 列 拉 
普 控 斯 方程 第 一 迪 值 问题 : se |i 
è 2 
A 3 7o Occr-m,0-gem 
quss — zs. —u,..9:-0 
uw|,-,--sinac 
E 容易 验证 问题 的 精确 
解 为 


4, Sinz shy 图 6-16 
shar 


NEZO BER o 2p 29 hy 3t 361 TATA, 用 差分 方 
法 求解 上 上 述 边 值 问 题 ， 分别 用 异步 选 代 靶 (0—1) 及 逐次 超 松弛 
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XhfUiE(ao-1.65, 1.70, 1.75, 1.80, 1.85, 1.95):K fg Bhd BU 2543 33 
EO GJPIEXETOCBEE— BUE SHAB PA UA FORE RS Bk KC 469 f D 2 
HEA e — 0.1 x 1075, 将 所 得 的 计算 结果 列表 如 下 : 


k R OG; d xk dt dl Ë 


ü. 199264 ü. 19555758 


F 1 
EE RARE | a | 0.182268 | Q.299"70 
(to — 1) 人 
| 293 | 0.190268 0.2002412 
(6 —1) x 
7 NEMORE | TE 
TET 146 | 0.120268 0.1990672 
u 870 J. 199268 | u. 199083762 
BEEN LU. 0 
Wi EHe Th RICE 120 | 0.100288 | g. 10985735 
(1.85) 一 
| 93 0.199258 t, 19985733 
fm=1.70) 
(o1. 80) | 101 | 0.199288 | v. 19985758 
" | 131 0.195268 L. 19925758 
tor 1. 85) 


(51.95) 


M A Ra d RT DUE 8], Sep PU B Tc al Be — A RESPETAR. 
Jg. 还 可 以 看 到 , ERRI ER, Vc SER AERIS, 如果 采 用 逐 
DOELES AE CER. 的 确 可 以 加 快 选 代 收 敏 的 速度 , 而 选用 最 佳 的 松 
弛 因子 ， 可 以 使 针 伐 收效 速度 大 天 加 快 ， 还 可 以 看 到 用 差分 法 求 
得 的 近似 解 , 在 步 长 及 较 小 时 , 非常 接近 于 问题 的 精确 解 ， 


3 迁 代 的 收 做 性 


在 2 中 所 述 迁 代 格式 都 是 收敛 的 .作为 一 个 例子 ， 我 们 在 什 
形 区 域 的 情况 下 ， 证 明 蜡 步 选 代 靶 的 收敛 性 ， 设 Us 是 (6. 2.4) 


BEMA (Uri DETRAN k UE. 2. 4) 的 第 m 次 选 代 近似 解 . 
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我 们 要 证 明 , 当 noo hh, ITH i AUR 
Ut? —9U., (6. 2. 8) 

4 eri = UTI—U,. 时 ， ak Z WE BH, E Re 时 

如 和 下， X—5J m Fi 
4 e=max{efY} BT SRHISUE DUI Heus TAIA oS. 
555 — 4-8 PERTAUBUTR Bs p rh, 至 少 有 一 个 是 边界 上 的 结 点 (图 

6-17)， 首 先 由 (6. 2. 1, (6. 2 4) 有 下 述 误差 方 各 
[e -— Lett ete tea] Pd. 


epiU-0, RI. 
(6. 2. 9) 


图 B17 
从 而 对 第 一 模 排 上 第 一- 个 结 点 (i 一 1, 一 1 有 
leer cte (3i— Y} 


对 此 排 上 第 二 个 结 点 已 二 2, 二 1), 其 四 个 邻 点 中 必 有 一 个 是 第 一 
个 结 点 ,于 是 由 (6. 2. 0) UE 


. 195 * 


振动 论坛 http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 


4 4 4? 
[ul E , 对 于 第 三 个 结扎 tt e mAAR, 有 
1 1 3 i 
Lego Lc (1 e e ie-(1—4 " 


ILERISESLIIIIMIIMIIENILEZIFEZLEJ 


eil & (1—45)e 
记 a= 1— 1L, 从 上 述 估计 式 就 得 到 第 一 横 排 上 的 所 有 内 结 点 
有 情 计 式 成 立 


| e£ | zara, t=], 2,',m 
ALT EHE, 第 三 富 排 等 等 每 一 横 排 , 都 可 利用 上 述 方法 得 
到 完全 同 祥 的 估计 最后, 我们 得 到 在 网 格 区 域 的 一 切 结 点 上 ,都 
有 下 式 成 立 
max EMEN T 
E EUM EXR Jj 2A, 就 可 得 到 在 网 格 区 域 的 一 切 结 点 上 , 都 有 
下 式 成 立 
max] efr | &a?e, max |e i | a?e, --, max er. a" e 
EDU a= 1 一 志 是 一 个 小 于 1 的 正 笋 , 从 上 述 最 后 一 式 可 见 ， 不 论 
零 次 近似 如 何 选取 , 当 noo 时, max|e 四 |>0， 这 就 证 明了 异步 
xk fei (8 Mc Be v 
[Ad ikEnUAL. ARANKA pt p IA Xe frr de ve 0L CU Y 
选择 无 关 的 , (B 1 e RR — A e T ERE, 就 可 适当 减少 所 需要 
的 迭代 次 数 , 这 也 就 需要 在 计算 过 程 中 引起 注意 . 
第 六 章 J o: 


it。 在 正方 形 区 域 : Oxxs,0zmgex 上 , 考察 拉 普 拉 斯 方程 的 下 述 定 
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解 门 题 : 


ym y 一 Sin y 


(1) EMIRA ule, g) =y, 


e x 


(2) 列 出 求解 此 问题 的 差分 方程 
3 设 区 域 晶 大 边 长 溜 1， 中 心 在 原点 的 正方 形 , 用 差分 方法 求 出 拉 普 拉 


斯 方程 : Au— TITO 的 数值 解 , 其 边 异 条 件 为 #1 =l, wlos 


—1. W AR—0.1, 1— 0.05, JH ie] HX AX SECRETARY XE EE TEVETILBE U oi. 
3 EEJ EEH: (argil eysi EARRA EA TE E 解 问 
题 : 
3'u , 3*u 
ac ap 7i y) 


u| sao —0, ul..,—0 


gw ol 2 

Ee = Giru) Ten 

HA fü n .gGo SIL Ang R E, iR HL SERE HE DIE 935 4p 77 FR. 
4 WEYER A 


Uu Jw 


=0, 0ed, Hayas 
ul.-.—30—3).u|,..—0 


PH 
al y-977 Bun. qon ls = 


的 第 一 种 天 点 差分 格式 方程 ， 取 步 长 =? 二 1， 利 用 简单 人选 代 法 ， 赛 德尔 选 
人 民法, 逐次 超 松 弛 近代 蒜 分 别 计算 出 一 次 近似 解 QU. HOPES k=l, 10.1, 
计算 近似 值 D4 

5 ”在 正方 形 区 自 :. Orel, OyL 内 , 用 网 格 步 长 blu. ux 
分 方程 组 (6.2. 0), (6.2. 2 写成 为 一 般 线 性 代数 方程 组 的 形式 ， 并 说 明 相应 
XR OPE nt Gr. 

86 TEX EIE: (Lecl, (Ayal 内 , 试用 第 一 、 二 种 五 点 差分 格式 
数值 解 泊 秘方 程 边 值 问题 


a J95- 
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Fu au | 


E 2i 一 
gu 

(9). —0,u1,4,—1 

u|s-a—2|y-1—1 


i 1 
hs l=, 
a 3' 6 


7 REEERE: —lgegl, legal tnn mJ; RUDI 


的 数值 解 。 此 处 为 外 法 线 方 向 , 本 为 四 条 边 x 二 土 1, ytl RPK kel 
1 


8 dr] z-ytml6 内 ， 试 用 第 一 ,二 种 五 虚 差 分 格式 数位 解 拉 普 拉 Jr 
上 方程 党 一 也 值 问 是 


(ulr =a 


Ape ERJA yI, 取 步 长 =1， 
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第 七 章 ”热传导 方程 和 波动 
方程 的 差分 解法 


这 章 里 我 们 着 重 研 究 一 维 热 传 守 方程 的 混合 边 值 问题 


LiU= a T4 f(z, E), Gr, GALT 


Tell 
ule- = pt), Üzlzrcd ( ) 


gio = ti), ul. 1— HLE), Os.tzT 
VAR — 38 i 25 75 Ee irr ile er 3 eL I1 
ou E u 


Lu= 
rep 


一 fr OE Ot 人 TT 


u| == gx). » = ør), Osur«, (7.1.2) 
f= 


ujen HKE), u|luz,— uu) OEST 
分 别 构造 它们 的 差分 格式 , Heka Ra aE. Hp f. 
P. Vis Ho TAE CLER. AA XE BS CIR E, 以 保证 近似 解 的 蚊 : 
SUME 25 pPERYLEUERXLEE. OHOTGXGEGUSRIBEARS BE. — ERA 
方便 , 二 -是 所 述 的 方 共 便于 推广 到 更 一 般 的 情况 


§ i~1 热传导 方程 的 差分 解法 
1 显 式 、 障 式 总 分 格式 的 构造 及 其 稳定 性 
(1) 显 式 差分 格式 
显 式 差分 格式 的 构 遗 ”对 于 (7.1.1) 式 的 混 人 台 边 值 问题 , 在 前 
面 利 用 分 离 变 量 法 已 经 得 到 了 它 的 精确 解 的 表达 式 ， 丛 是 要 从 这 
样 的 解 式 得 到 如 的 有 具体 数 秆 仍然 是 困难 的 。 差分 方 洁 (或 网 格 方 
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法 ) 就 是 要 在 区 域 | 
G. (Daas Et 
qp pres RH v ft ABE DURS MEUS, MEEME 覆盖 区 域 0 


如 图 7-1 所 示 ， 在 Y 方 向 网 格 直线 把 区 间 [0, 1 分 成 IN E, 每 一 


图 7-1 
S REHEMRA-IUIN. dh BR E k A E 为 r。 以 后 均 令 
t —&h(E— 0, 1l, 2 N, NA = i), tj= 97(3 —0, 1, 2, t. Ttg TR — 


EM Vi Me Er £g ae Gr, 1) — Coh, 条 ) 称 为 网 格 结 点 ,以 (及 D 


表示 , JEUL us, dl ulr, O TEIL (OL, Ei) ERSTE una, 00). 
fe ERGO.) b, AZt utr, 0) B5 fia SPEC R u EC, 2) ECKE 
近 结 点 上 的 值 的 差 商 近似 表示 .四 内 勒 公式 得 出 : 
(Ss) r.a Zu tui.n; A Ful, tj) 
kj h” 


rë 13 a’ 
(]£—2a; xA) 

HT du(z,, i 
(52). = iisi d cr ). (titu) 

rd 
| Ur, j- z t 
(3) ues i 上 本 二 Casi t) 
du s jat Na.j 1 TT dur, t') ssim 
at "RIEN 6 3t? , jl bai 


(7.1. 3) 
. 198 * 
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-而 在 (如 站 上 适合 方程 


u 
(Ge s (272 ) =fr, (7. 1. 4) 
若 将 (7.1. 3) 中 第 一 ,二 式 代 入 (7. 1. DA, 得 到 
(Luy,,— Sisi Mei ge esi Masi Hy i 
T 2 


2 Ej 2 2 4 É, i " 
S E e UH lafas (185) 


又 在 结 点 由 初始 条 件 及 边界 条 件 得 出 
ot k=0,1, 2, ,NN 
Uoi — ui ( JY), uyi = ljr), J= 0, 1,2,4, mo 
EAC. 1. 5) rn ZE LS am, 就 得 到 用 差分 方法 近似 求解 


(7. 1. B) 


EAR IRESR CT. 1. 1) 的 差分 格式 


RU, = U,,: aUa a? EN = 了 


T 
(tt SUR u 
U,.—qR),E—0,1,2,-, N, K= I/N 
Uong tilar), U w= Halit), 3 —0,1,2, fq 


(7.1. 7) 
这 个 差分 格式 通常 用 下 列 图 形 7-2 表示 ， 图 中 把 名 表示 方程 是 在 
这 一 点 列 出 的 , 而 画 着 扎 的 点 则 是 方程 中 用 到 的 点 . 


记 4= a* 75, 则 上 述 差 分 格式 (7. 1. 7?) 可 写成 为 
Ussia = AU, 44,547 (1 22) U, ,; t AU, - pjttfas 


CEU 
U,,o- p), k—0,1,2, ---, N, A —I1/IN (7. 1. 8) 
Us, = ui (jT), Us, ;— HCT), 3 —0, 1, 2, *-- , mo 
ERE GCSE P3 EZB BORCT EJ HEEIAmT TA 
上 的 值 ， 如 图 7-2 所 示 . ik HE RIER p= 2,00), pHs 


号 * 
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= us(0), 

fEi1xe IEEE. 2:437 Et 
(7.1. 8) "ELE t 3E hui 25 If E 
HERR. EXC L.C 40 dA ej 
Ura = pR R Xr AR (GEU»;—-u, 
(jr), Us. ;— uir), "Ami o 
HEERS U,,,(&—0, 1, 2, ---, ND fS 图 7-2 
E. 再 用 (7,.1. 3) 的 第 一 式 , 可 以 算出 第 一 排 上 的 U,,.(8— 1,2, - 
N-DE; 由 此 利用 边界 条 件 又 可 算出 第 二 排 上 Us(8 二 1,2,* 
六 一 1 的 值 ; XupbSESE BI — ATA hH ff feft J Hb Uess 
(j—1,2,--, N — DHE. ERR XE DERE ACT. 1. 8) RARAY 
X. 

显 式 差分 格式 的 稳定 性 ”由 差分 格式 (7.1. 8) 计算 出 来 的 并 
不 是 (7.1. 8) 的 精确 解 V;,;;。， 这 十 由 于 计算 中 有 合 入 误差 {包含 初 
A dX TAB Wiete in R gm ib xe gut s 
Casi M Gen 只 能 近似 地 满足 差分 格式 (7. L 8)， 实 际 计算 表明 当 
我 们 按 基 些 格式 进行 计算 时 , 当 了 增加 {有 即 当 我 们 按 一 排 一 排 结 点 
计算 下 去 ), 算出 的 已: 的 可 靠 性 很 好 ， 而 在 另外 一 些 情况 则 了 可靠 
HERA, Ae, XE X DLADREU,, S ULL 35 eus 7 0,,—U,,; 
24 j HÉBBIBT, EE IP S E P | ID FS B, RATE PRIX EAR 
zE3RÓRERXA. JKR EAEn TRAD Dp EDAD ETAGE X 
ARANE? 此 处 我 们 不 作 仔 细 的 讨论 ， 只 是 给 出 使 得 蔓 分 格式 稳 
4E HU 3E 2T ZR f: 

如 果 


Ted 
A—a RESET (7. 1. 9) 


由 差分 格式 47,1. 8) 4575 ce TEX 2 EE. 


= TOL) 
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下 十 给 出 差 劳 格式 67.1.8) 的 稳定 性 证 明 SHEEL, GEI ARTE 
的 计算 是 精确 的 ， 只 在 初始 层 叶 人 误差 en MABE EID B PS ABS 
X st SPA HUE. evo 的 影响 , ER SA ded IRE 

更 给 出 稳 定性 的 精确 定 交 . 

如果 对 于 给 定 的 任意 小 的 正 数 2>0, 可 以 求 得 与 和 + 无关 的 正 数 56> 
Q, 2 


时 , ERE J Or T) EUR AE 


Jr, Hd ik3R p HG MDOEB Hh c Ui Uus UL 是 差分 方程 给 
的 近似 解 ,Ub,s 是 差分 方程 组 的 精确 解 . 

设 裙 始 条 件 订 算 在 各 节点 上 产生 的 误差 为 es 估 一 0,1, 2, , N) 此 队 ， 
我 们 求 得 的 差分 方程 的 近似 解 UL. 满足 


err n CIR 
Umo pkh) ben  k—0,1.2, 4, N 
Us 5 pije), U y. 527 pa Cj), j20,1,2,---, m, 

i (7.1. 10} 
M7. 1. 8), (7-1. 10) 可知, 误差 eos 所 满足 的 差分 方程 是 


Ek-1,2,-, N —1 
j—0,1,-, m,—1 
Epi Ek k—0,1,2, -, N 


rr. iced —2À585,34- 4 Erni 
Epi Ey,;7— 0, J=0, L, 2, -, mo— l 
(7.1. 10 
AHALA GB EE RHEGRCO.II.ID B ze he ERA ATI. 
ix 
Gp Ld 
T(0)—l1 
ELERA C.L 11) 中 , 出 有 
X GT (j4-D =[AX k+ TI 2A X () TALE— IT 
因而 


(7. 1. 12) 


=. Z2DI + 
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Tj  AXQG-FD-O-2423X (k) HAX (—1) 
Ti» A ik} 
上 式 站 总 与 无关, MEg j EE 因此 左右 两 端 同 时 等 于 一 个 与 六 .j 元 
其 的 常数 B. TARTHATO), X OD B at 758 
| G+ =AT(j), (f=0, 1,2, ,mq—1) 
T (0) —1 (7.1. 13) 
ire k+ 1) --1—2A — 8) XC --A X (E—1) —0 
(b--1,2, 7, N— 1} 
:3 (7.1.11) uA OE 12 81 
X(0)—à0, X (N) —0 (7.1. 14) 
称 问题 
(AX(k--1) --(1—2A — £) X(k) --A X (k& — 1) —0 
UX Q0 —XGND -0 
4X: ERRXSEDS-OXUAEZRIMER, AAE ERE, OARE 
{ 妈 转 征 向 量 XD X2, 7, AN. 
JA (7.1. 13) jo B 


(7.1.15) 


T(3)— p! (F.L 16) 
(7.1. 159) rh Zr £& AE — Bir db AR o DE 可 令 其 解 为 以 下 形式 
X (b) — eme pmi. gr (7.1. 17) 
Hp ge, 代 人 (7.1.15 中 担 到 相应 的 特征 方程 
Aq*-- (1—2A — B)q--A—0 (7.1. 18) 
A 
1 一 24 — f= —24À cos (7.1. 19) 
AI 


g^ —2gcosÜ 4+1 = 0 
此 方程 有 二 个 机 更 .@: 
qi =} co080 isind=er 
di 
因而 (7.1.15) 中 方程 有 如 下 通 解 
k= Og! 
或 
X (E) -- Ci eos k0 -- C; sin kO (7.1. 20) 
其 中 加 .0 是 任意 常数 ， 田 47.1.15) 中 的 边 办 条件 | 
^ 202 * 
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X(0)2Ci1—0, X(M)-CisinNO0-O0 
可 知 NO—mz, m—1,2, , N —1, f 


X.) —Cisin E, m1,2, -=N --1 
3a] se de BLHR CI— 1, M mi 


X. (E) — sin mba 0 m=l, 2, = N—1 (7.1.21) 


可 以 证 明 , EE ER. XS OO T (m 1,2, n N —1) JE — IE SE S E AB 
X- 0, al 


mun SE sir "a Li -ÍN i (7.1.22) 
F al 2 
BHO. 1.19) 得 出 
Pn=1— dAsin: LA 71,2, "=, N —1 (7.1.23) 


Tub seda L 11) 中 差分 方程 的 特 解 如 下 : 
et Xn 0) TG) = Ph sin ETE. (7.1.24) 


此 特 解 先是 边界 条 件 ， 共 而 我 们 可 求 得 (7.1, 11) rn 26 2E P2 BORA 


N-lL 


AN—1 
Enj 2. Gu ET, 一 » as BÀ sin 


L LE! 


其 中 系数 gs di. 1.31) qp 92 As AERA A FRIRTIBECT. 1. 1D 的 
M. HC. 1.25) 


(7.1. 25) 


E nb 
£pin77 M lassin y (7. 1, 26) 


m=] 


以 PE Ekal 求 和 , 并 利用 (7.1. 2 中 得 出 


m N 
3 ume s I 5 sin T oaa 


ial 


= £ Sensin EF, m=1, 2, =, N —1 (7.1.27) 


k-t 


此 外 , au, 还 满 是 下 面 等 式 
* 203» 
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-1 MN-1 

N 2 ' 

2 Ua 一 LETT 
m-l k=l 


现 研 究 差 分 格式 17.1,8} 的 稳定 性 .因为 
emm S a Bisin De 


m= 


Bi EL 
-1 N-1 
P3595 3777 (7.1. 28) 
=L =] " 
P RUE E. 
FPES m=], Z, ", AN —1 (7.1. 29) 
则 将 
X-il N N-l N-1 
之 一 之 eins (7. 1. 30) 
k-i HF L hul 
dz 8S LIBE AUGE ERE BS. 
E (7. 1. 23) ATi, 当 
occai (7.1. 31) 


时 , En EL R ET. 1. 31) R IRE 25 AAEE TJ, IEEE, 
因此 《7.1. 3) 稳定 性 条 件 是 (7.1. 95, JRBUZE E EE r/K 必须 限制 在 这 一 
变化 范围 内 , 否则 差分 格式 是 不 稳定 的 . 


(7.1. 8) 的 具体 计算 步骤 如 下 : 
1 haik AR t HRR SIR M. 


2 计算 出 方向 的 等 分 数 W, 玉 一 二， 以 及 辆 方向 的 步 长 
r—AR*/n*. 
3 计算 结 点 坐标 : re—hh, fj=jrt 
4 计算 始 值 Tm XR: 了 一 四， 下 0 一 用 也 一 
Hal). l 
5 计算 方程 右 端的 函数 值 f(z4, t), 3E RUE DS, MWK 
«204 ， 
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FLA fGu, 出现 的 地 方 都 时 以 U uy ef, 
6 利用 (7.1. 8) 计 算 U,.;,.. 
计算 框图 如 下 : 


: 


Niih .  reAh'ja* 


ko 


AO e o 
EE» 
全 


Tj r Uo, yp LT) 
U ps peau 
pue p 
- ü 
j«0 


fif. T, 


U 4, paa EAU cass tE oa. pr) 


TO-24)U,, jr n fay 
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B) 求 热传导 方程 混合 问题 
u_u 
dt Jt’ 
u(xr,0)—4z(i—z), OSa 
u(0, £) —0, u(1, 2) —0, Et 

的 数值 解 . XX N—10, &—0.T1, iH 
算数 值 解 到 7 一 36. 

E [N25u(0,0) —u(1,0) — 
0. MARR IERI ARTE DAL 
解 关于 = 5， 即 直线 IL Et 


称 的 , 斯 以 必然 有 


His Nosjs Hap = Marj Hasy = Mj, E 7-3 


Orel, Ot 


MUR Ugri Ws 
因此 , 只 需 计算 
usi b—1,2,9,4,5; j—9,1, =, 36 
由 初始 条 件 eCa, 0) — 42(1—22, 算出 
u, — 4r (1 —kAx) —4 x 0.1-4 (1—0.1R) 
1955 — Q, 
15577 04 (1— 0.1) — 0.4 x 0.9 —0.36, 
uy —0.8(1—0.2) — 0.8 x 0.8— 0.64, 
wa = 1.2(1—0,3) — 1.2 x 0.7 = 0.84, 
u, o= 1.6 (1—0.4) = 1.6 x 0.6— 0.96, 
us —2(1—0.5) 1 


y 1 Ld E d -i 
出 
I I 1 
Uinc Uain t (1—4 Uns + rub -irj 
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从 已 知 第 0 模 排 上 V4 的 值 计算 第 一 横 排 上 Uiw 的 值 如 个 
k—1,j—0 tf, fi 


i 1 1 
Un 78 Uaso + 人 -—4) Uisa 十 pU osn 


l 2 
—X0844 L x0.36+0 
— 0.34667 
k—2,43—0 bp. 4H 
Ui, = Ua +(1—4 Wan Us 
4 2 ES 
E: x 084+ 3 x 0.844 ó x 0.36 
— (0.62667 


k—3,j— 0H. 
Ugn = E Uaso +17) Us,0 + Ua 


] 2 1 
=- x096+ -— x (0,844- -x0.64 
B d 6 
— 0,526067 
对 于 上 述 计 算 ,引用 算法 语言 编写 成 程序 , 常 采 用 电子 计算 机 
完成 
列 出 Us. 几 
E D 1 9 * 4 5 
d 
Ü b B5.a60ü00 0.64001) 0. 84200 6,235000 1. 006000 
1 D D. ACET 0,627607 Ü. E2B67 0.94567 p. 98667 
5 0 0.33556 0.61333 0.81333 0.93333 0.97333 
3 0 0.32593 0.60037 0.80000 0.92000 0.96000 
34 0 0.18248 0.34696 0.47731 0.86088 0.589854 
35 0 0.17948 0.34127 0.46951 0.55157 0.58005 
35 ü 0.17653 n.33558 Q.45181 D,54276 0.57051 
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(2) 隐 式 差分 格式 
孙 式 莽 分 格式 的 构 革 ”用 显 式 差分 格式 求解 热传导 方程 的 混 
4a. 优点 是 计算 比较 简单 ， 但 是 必须 满足 稳定 性 条 件 , HU 


4 由 在 所 去 ,因此 4 方向 的 步 长 必须 取得 请 足 条 z fF 

i 
为 了 提高 数值 解 的 精 席 ， 必 须 缩 少 步 长 此 时 5 相应 地 就 楼 变 
小 .也 于 差分 方程 是 按 主 增 天 的 方 央 和 逐 排 求解 的 ， 由 此 这 种 悉 
择 求 解 的 步骤 疙 须 重 偶 多 次 ， 使 计算 上 时间 大 大 加 长 ， 这 是 显 式 差 
分 格式 的 很 天 缺点 ， 为 了 避免 这 种 缺点 ， 下 面 提 出 一 种 隐 式 差分 


NX. 
A HER CT. 1. 3) mig —. —ÓAMCAZEHEECT. L 4) B, T 3E 

就 得 到 | 

一 Hri Uey- O qnte iei 2H ag T M easi 

(Lu) r= Pei g T 
T F ulre t) , RÀ S'u(X.t) 
t» ai "pe 12 az 
= fu 《7 L. 52) 


3035 RIEME AS PE 0S 2A ECT. 1. 6)， 酪 去 上 式 左边 最 后 的 两 项 
这 样 就 得 蜡 近 似 于 混合 问题 (7.1. 1) 8925 2 FR, 


Ri 50,5 — = inira 2 Ui. E PU EU: Heim 


(L—1.2, "*, "o 1,2, *,mq— 1? 
U a= pikk), k=l, 2,1, N—1 
Us,;— n, (21), Uy,;— us()v), )—0,1,2, m 
(7.1. 335 
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<- AU. ja CTT 24 Uu a1 AU, aiu 
eU ettfeno GIU a) 

U,,—q(kh), E—1,2,-.,N—1 

Hos — ui (9r), Us; Hatdr), J50, 1. 2, 4, mo 
关中 Uy 仍 表示 差分 方程 (7.1. 33» OG SAÁE, if A DAR C7. 1. 9) 
式 决 定 . 

比较 (7.1 32) 53 (7. L 33) 可 知 差 分 格式 (7.1.33) 的 截断 误差 
AmO, 

其 分 格式 (7. 1. 33) 可 用 图 7-4 表示 . 

差分 格式 《7.1. 34) 蕊 起 一 组 线性 代数 方程 组 ， 它 不 同 于 
(7.1.8). (7.1. 34) 的 第 一 式 表 示 第 J-- 1 排 上 相 邻 三 结 点 之 解 值 
5555 3 排 上 一 结 点 之 解 值 之 间 的 
XA. AE 7-4 Eros. Haan 
差分 格式 (7. 1. 33) IH AR [o iz i 3A 
WÉ A pxegbkAR. [PEAKE 
ARABE En t h AS J 排 
HAE [R 求 得 第 7+1 排 上 的 解 值 图 7-4 
Casian HEEL CS 3 AEEA US; 后 ， 利用 (C7. 1 3:0 f 
一 式 及 第 j 十 工 排 上 的 边 值 条 件 , 通过 六 解 下 述 绥 性 代数 方程 组 

—AU, viui (lt 22)U si MU iam Uis rfi 

(k—1,2, +, N — 1) 


(7. 1. 34) 


oo 十 IT) 
区 1 二 
(7. 1. 35) 
RR Uryen 正 总 困 为 这 样 ， 称 这 种 差分 格式 7. 1. 33) 为 隐 式 
EDER. 
由 于 Vosso Umi: GHIA R PRE BUga Unis n 
* 209 * 


Us. 为 未 知 数 , 上 面 的 方程 组 可 改写 成 


CIH 24) U1— AU sis =U ya tAn tr] 
+ rfi 
—AE wii CLH 24)U5,,, 1 — AU); = Uy ut Ta 


-1 十 (1+ 24) U v ssi 


-— AU y i541 . Us s fu-arirt 
— AU y-a (1+ 22) Uy i+! =Ü y- Aus G 1) 0] 
十 FF -of 
(7. 1. 36). 
id N—1fEr Jr BE 
1424 —4A 
-A 142A —À 0 
A: "e Te g (7. 1. 37) 
0 14-24 一 4 
—AÀA lI-r2À 


Au LC) Doer] H^ fisi 


Ui, 
| EL ore 
U,.; 
U;— n E Fia m 
` Tf sineli 
U sain 


Aul CIH Der] vf yos 


(7. 1. 38} 


CF AES FÉSR CT. 1. 36) 可 简写 成 为 如 下 的 向 最 形式 : 


AU ;,4 =E; + Fj (3—0, l; 2, LIS (7. l. 39). 


- 210-* 
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HE 
pir} 
m=] FEP (1. 1. 40) 
eDEON — v] 
由 于 US FEL B CT. 1. 385, C7. 1. 40) 所 确定 , 收 由 
AU,—U, HF, (1. 1. 41) 
PÆ tSr HEERA EB IE 
ERER 
Ui 
U,— . 
Ex- 
再 由 
AU,—U,-rF, (T. 1. 42) 
aE £—2r HE EBust s E BART 
U, 
U, = fi 
U y-15 
一 般 说 米 , 由 
AU;—U; ,—F; (7. 1. 43) 
udi t-—jcük E8545 rex Effe [á 
Eis 
U,— "Tg 
z U y 1. 
NS. 


BRŽI RAKA TEARC. 1. 34) 的 稳定 性 
(2i1* 


振动 论坛 http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 


时 , 我 们 叙述 一 个 契 定 性 原理 : 隐 式 鉴 分 格式 (7.1. 34) 对 任何 4>0 
的 值 部 汞 稳定 的 ， 此 时, 对 步 长 比 4 到 庙 的 任何 值 ， 范 分 格式 
CT. 1. 3 国都 稳定 , 我 们 称 之 为 无 条 件 稳定 . 


下 面 证 明 差 分 格式 (7,1. 3A) HUS GE TE, JA C7. 1, 34) np Ja, 误差 Srs MEE 
是 差分 方程 


—AEk- nit (27249 6€y,3— A6 sm €x. i-i (acis imi 
| (k=1,3, Es N—1) (7.1. d4} 
Ena TEn p.70, (3 —0, i 2, V mp) 


METERA. L 8) Bose oe EZECH IC UR ATMA ATF 
初始 误 益 是 否 稳定 ， 只 需 研 究 相 应 的 差分 方程 在 齐 次 边界 条 件 于 的 尾 解 sr， 
—TO XD =f X üOoBü zin 3x $e) By' xk dCBDS. 这 是 两 为 我 们 
BIS SES JR rSRPERdS RA. EART hH RA mm, ÆA E eus 
EXO p. XO» 总 共和 有 sinar 或 e HER, DAL. OX oup REGES 
HEHEHHE samp X 中 及 接 模 是 否 不 大 于 1， 这 样 就 合同 题 大 
KEET. 

3K C7. 1. 44) 中 方程 满足 边界 茶 件 的 特 解 如 下 : 


em = pisin (7.1. 45) 
TEA (7. 1. 44) p 977; £2. 得 出 
Bam-———À——, m-1,2,, Nl (7.1. 46) 
TI 十 44sin23 人 
E IE PT Án, 1E P SEE A far, AS 
OP. ci (7. 1. 47) 


Bii ELE 3E SEXE CT. 1.34) 0 A Sm dp p Ae fou 859. 


下 面 我 们 介绍 用 追赶 法 求解 (7. L 34) 的 具体 计算 步骤 ， 假 定 


方程 是 非 齐 次 的 , 它 可 写成 如 下 的 形成 : 


* 2di2- 
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Uon = uni) c 《ze 
-— AU mi H C1 24)U n —AU$S,;— Ug ai vfi (4, ) 
— AU ,,4- (107-2430 5,4 — AUg,;— Us, 17 vf nj (ii) 
— AUs,;- (li 24)U 4,4 AU — Ug, 1 rfj (a) 
— AU s Las; H CLARA w — AU xy 

=Ü gaina tTfsas (y) 
U y,3— us CJ) 

j—1,2, 
E 3L 73; ERGO 


Uis 一 了 er TugUs Uis aT tfi 


dr Qo —Us;— ui Cr), P,—1-4-24, Q= LAQ +U ina ttfid Po 
则 有 


Us p Uv Qi 
38 U,,; 表达 式 代 入 方程 (is) 得 


-44 Ust Qi J PiU — AU agU nat 了 yy 
P 
(Pi — Wis =A AQ Use rf 
1 
2 
令 PSP. Q= p, Qi Ung fo), 则 上 式 变 为 


Um p Urt Qa 
将 U, 表达 式 代 人 (is) 得 
Ugs 一 去 De Q3 


2 
Ps=P1 SS, Qi OQ Usi E rfe Ps 


mTEFTY TEF Geu a E a E E E E 


s Jff = 
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一 般 地 ， 
Uy = p. Uu Qu.i 
N-t 
- A 
"adf 


Quim Ar- tU y-t H Tra) a 


这 样 ， 方 程 (?. 1. 94) E 2E o TANET HALER BED XE E77 


程 组 
Dos 一 -Dos 十 Qu bed. "n. N-—1 
h 


其 中 


z 
Paitai, PoP o QU 
下 一 人 


Q,— (AQ, i FU ib vfu Pe 
RE TESTE SE Zn: 
1 £a i,k, A LAR £ DARRER RBR M. 
2 W3ExJiWARArEREN.ULE tpi r 


3 HRA ES 
Z, SÀR, 0 — jr 
4 计算 初 值 与 这 值 
Ui, —Q(r,) 0 
5 计算 P.,59,GB). 


6 i Us,— p) 开始 利用 ULL 


P, Garnit Qi 
3k U GEO. 
如 果 是 章 次 方程 , 只 需 fas 所 在 的 位 置换 为 0 即 可 . 
计算 框图 如 下 : 
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Em 
MTM REINES 


muc ke H foytiGa T4) 
U, g*-pir) Grell npt AQ tr" Áy) Pk 
ETT NS 
< | 
[ Jeo | 


Tei bs 3 Us 1 Uns FE 
UoH tT) VU. peT) m: 


Pian 


[ jeje] 


Y 


«es 


WII 


EZ 
NIMM s 


输出 结果 


LE 
< - 
bekrl > 


《3) 六 点 差分 格式 (crank-Nicholson 格式 ) 
ACT. X. 5) EjCT. 1. 32) 可 向 用 差分 格式 去 赫 民 偏 微分 方程 . 产 
生 的 截断 误差 Reyr) tO), 邯 截 断 误 盖 对 是 一 阶 的 对 
AE — B ES. 如 果 用 六 点 差分 格式 , 产生 的 截断 误差 EL 一 上 OCT) 十 
OCIO, MEERE r JE Brff. SE T EDO h 0529 rf. 


RURSEUo R DEA 


T 24 ar ' 
„27215 
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je-(n t) <$- (7. 1. 48) 


tins 与 十 三 ) 列 差分 方程 ,如 图 7-5 ARDARA 


Bj 7-5 


(2: r) (Ei) f g 

da k, j4i dat r ks ni 2 E Du jd 
rT! 

t$ ses a Kn &) 


2) m Au) OF f S'u 
Jg” bj eat k, 2 > i+4 
r? 


Tg E jp zi ée) 


其 中 
i Ette OKAI 0<0<l 
JU Bi PACA rg ECL CT. 1. 3) 中 第 一 式 得 出 
Tiy I 
了 


T C 4— trg tH pn, i 


| A? Su 


BEY ort — {É É4,1)— 


A: 
24 Hx ENN ij) 
ts s aar) e E 2 
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z tar 
du P 
(多 up (t), n fn CL. 1, 505 
用 (7. 1. 48), (7. 1. 49) A CT. L 50) 中 得 出 


(LU), 7. ii Ee ga | inet Enisi tiara 


B. rj 206, SRM PN i 
a a EG 5,1) 


i Je ALT af Ju 
T5, Ss es DEET C ) Cr, 6) 


t” af Ju 79 » 
十 6 (323g) $2) — EE ) 
—fui (7. 1. 51) 
赂 去 上 式 中 左边 最 后 五 项 后 , BET IIEELT RR AAR. 1. 1) 
B2 2) T6 


APES l T lg U,.i441—2U t; ab Us inaa 
T 2 h” 


=f jl 
(k— 1, 2, "t. N — I; j= 0, l, 2, ub mo—1) 
U, ok), k—1,2, =, N —1 
U= H (jT), U y,5 — us (jt), j=0, 1, 2, ***, mo 
(T, 1. 52) 


4x A^ T, MCT- 1. 52) 可 写成 为 
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( —AUs- pia 20 ADU a AU saisai 
= AU, LT 20 — Uu AU rst 2f uos] 
(5—1,2, , N 1: —0, 1,2, mo 1) 
Ui4—9D, k-1,2,-, N—1 
U,,;— ui(jv), Uy,— Hajr), 3:0,1,2, mo 
(7. 1. 53) 
差分 格式 (7.1. 53) 是 隐 式 差分 格式 ， 逐 排解 一 线性 代数 方程 
组 求 得 (7.1. DORRA. ER CARB iR Riy Olr?) 
4- OC, BER- EREDA CE FR HIE SOT PER. HF 
在 建立 瘟 分 方程 时 需要 用 到 它 的 邻近 六 个 点 ， 故 称 为 六 点 束 分 
格式 . 
六 点 差分 格式 的 稳定 性 六 点 差分 格式 (7. 4. 53) 对 任何 A0 
的 值 都 是 稳定 的 , 称 此 为 无条件 稳定 性 . 
”证 看 证 明 差 分 格式 (7.1. 53) 的 稳定 性 ， 从 (7,1,53) 可 知 , 误差 ens Fr 
33x22; 
—À rnia iT A en Aerrirl AEn 47 200 AA) paH AEn] 
(k— 1,2, =, N —1, 320,1, 2, 5, m, — 1) 
jocos (k—0,1,2,:5, N} 


Epi S= E y, 477 U, (j 0, 1, 2, UT. m) 


(7.1. 54) 
ESCABERTRMEIIE I RUE RIE T EARR 
em. = gi sin TET (7.1. 557 
CLEAR A (7. 1:54) fg 7j rn, 得 出 
1 一 24 sin? 
Bam———— LE, medQ2,,N-—1  . (7.1.56) 


1--24 sini 
Aib E A ndr, 
I £a x, m1, 2, eV N—1 
HLASE AAT 1 53) RAW. EE, 
S E. 
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为 便于 实际 计算 , 将 (7.1 53) 作 如 下 的 简化 , 令 P= 


则 (7. 1. 53) 可 以 化 为 | 
U, a7 PU, epiac PíGU sa RU, aug Upa) 


FT T AU, s+ rfi d] 


a 
2(1-4 4» 


+ 


£—1,2,-5, —1, 7 0,1,2,".,mo—1 
引进 记号 Po 一 0, @ows 一 Ueyir1 二 上 (#251)， 则 上 式 即 变 成 便于 计算 
的 形式 
U, unam PU. aut Qo 
£—1,2,-,N—1,4—0,1,2,---, m—1 
其 中 心 , 扣 ,可 以 通过 下 列 递 推 公式 求 出 


TRIER 
Fe 1—P,P,., 
E ; " 
PG, AoptU iur Quas LOC AUT tfe 
Qu 1—P,P,., 


R—1,2,-4, N—1, j=0, 1, 2, =, mo—1 


计算 步骤 和 如下; 
1 给 出 a, ikh AR t HREAN Te, 


z 
2 ig T: NL, ris ha, 


3 计算 n ROE Uo Ta skh Uso5 plr), 
4 计算 G RBI US Us: 
t=T, Us,j— HCE), Ug us(tp 
5 M Po.—0, Qw;— un G4 BRA iE ERIS P, Qs 
G). 
6 HA Usi ust; HU AH 
*219* 
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U, TELE Urni | IE 
kb—N—1,N-—2,-,2,1, 了 一 0， 1.2, "5,589— 1 
倒 推 求 Uyi+ls (E). 
计算 框图 如 下 


CNN? 
Nik, pesÀ: Bh fat 


qek-h , Use P Sy 


ESTE UR 


Qu 1e [i P, (U,. nitU,.nu:gt Qi-n " 
45 aoa nr ef ip 
Jil PPa -小 


[J^ T 
Uem ua CUN Alt) 


emn Pede et ] 
E 
^ 


LN 

i 
$ 
E 


P, 3i 


p ft [INC 


例 HX. 隐 式 差分 格式 数值 计算 热传导 方程 混合 问题 分 


(Co MERRE, 店 用 数学 2 二 偏 竹 分 方程 式 , 1979 E, 
" 220* 
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du Fu 
也 人 一 -一 一 一 
ix cw — 
£, oax 
dads (T. 1. 57) 


p zl 


u(0, £) 0, u(1,1)—0 
HN (7.1 .57) 的 显 式 美 分 格式 是 


上 32 zoe. im hy 
U,,o—gq(kh), k=0, 1,2, =, N 
U,,;—U,,,—0, 3—0,1,2,--,m, 

(7. 1. 58) 


其 中 A=. ARRIT. 1.57) HEEN A FEN ERU 


u(z, 一 7 Av dnd GRO e CÓ* D. sin (254-1) mz 


u (7. 1. 59) 


221 * 
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SUR A= 5-04, hoh, r= 我们 按 差分 格式 (7.1. 58) 
计算 出 Is 在 j—0, 3,6 诸 排 结 点 上 的 点 ， 同 给 分 方程 的 精确 解 
u(z, t) LC. 1. 59)] 的 值 比较 ,其 结果 用 图 7-6 表示 , 其 中 曲线 展示 
ule, D), 点 子 表示 Ury WREE S-t Uest u Gn, 
志 ) 符 合 得 很 好 ， 

AURA - 08 (3. ho d 355 仍 按 此 方法 计算 ， 上 并 
把 结果 画 出 图 来 ， 可 以 从 图 7-7 看 出 j=1 排 上 的 结 点 Us 和 
ulani DHARA, 可 以 预料 当 j AKH, 差别 也 愈 大 . 


Dr MADE r= 
16 320 


以 下 在 同样 网 格 夯 分 下 , 比较 显 式 , 隐 式 差分 格式 的 数值 计算 
HR. ARA quo OS (IA) ho drogue MERZA HR 
*222* 
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C7. 1. 58) 方 法 计算 , 并 把 结果 加 出 图 来 ， 如 图 7-8 a) 所 示 ; a EIE 
AG AX 

Ursi SU na HAU kenai 2U ase d UL uu, 

k==1, 2,:--, N—1 
an l, a) 
Uno PERRY, k=0, 1, 2,4, N 
Uj,;—U,,-—0, 3—0,1,2,-,m, 
(7. I. 60) 

方法 订 算 ,并 把 结果 画 出 图 来 , 如 图 7-85) Bron. 


和 随和 = 而 一 0.6(>> 豆 ) h- de t 12g TERASO. 
1. 58) 方 法 计算 , 并 把 结 暴 男 出 图 来 ， 如 图 7-9(a) 所 示 ; 如 用 隐 式 


其 分 格式 (7?.1. 60) 方 共计 算 ， 并 把 结果 画 出 图 来 ， 如 图 ?7-9(5) 
FER, i 


* 223>= 
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MA 7-8, 7-9 可 以 看 出 ， 用 同样 的 A— 2*7, — 0.6 值 作 数 值 计 


Pu 
算 , HO EE dA r ER, 用 显 式 益 分 格式 47, 1. 58) 3E SEI 19) — 1, 


* 224 ， 


振动 论坛 http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 


2 的 各 排 结 点 值 Ury 和 ulee ORZA, ARARA 
案 作 数值 计算 ; 如 用 隐 式 差分 格式 (7,1. 60) 计 算出 了 =1,2 的 各 排 
AEE UL; TE uGs 三 )， 它 们 符合 很 好 ， 可 以 采取 这 种 方案 作 数 
值 计 算 . | 

通过 这 个 例子 中 的 图 7-8 和 图 7-9 表明 ， 用 显 式 差 分 格式 作 
数值 计算 时 , 必须 有 < 本 ,者 用 隐 式 差分 格式 作 数 值 计算 时 , Ai 


不 受 任何 限制 


2 奖 分 方程 解 的 收效 性 

在 工 中 我 们 讨论 了 数值 求解 混合 问题 47.1 了 的 三 种 差分 梅 
x. 并 日 介绍 了 这 些 格 式 的 稳定 性 条 忻 。 现 在 要 问 : 用 这 种 稳定 的 
差分 格式 算得 的 解 ， 当 + 二 0, 一 0 时 ,是否 收 剑 于 原 混 合 问题 《7. 
1. 1) 的 真 解 ? 这 就 是 差分 格式 的 收 训 性 问题 ， 这 也 是 一 个 重要 | 问 
题 ， 因 为 用 不 收 弟 的 差分 格式 进行 计算 ， 不 可 能 得 到 真 解 的 近 
Ti. 

RIRE 5627 PERLE AERE i 325 4 LC. 1. 8) 25 
fü PBHEXCAHDRBSMSE TES U tei Urs 分 别 表 示 原 混合 问题 
(7. 1. 1) 3025 2» JE FR CT. 1. 7) TE Eg Geh, Jr) KARIE, 而 eas 为 它们 
之 向 的 假 差 : 

frs = Up U pj (T. 3. 61) 
AR AHEHE, 就 是 要 求 当 步 长 5->0, 有 ->0 时 , eert, 
收 雍 性 定理 ”该 混合 问题 (7. 1. 1) 89 RE alr, 2) E X ROS 


Z 4 
zx OUT) OH, LAAR RA A LODS SL 则 当 
A-a tl (7. 1. 62) 


p 73 
eb, E 5 4E(01.1.7) 069 ELE U CT ERR o] ER e LAE u, 
” 225 » 
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证 明 由 于 (7.1. 5) 一 《7.1.7) 式 容易 推出 ee WEDE 


也 x+ 一 €i m 
T 


E j— 285,43 Eris 
a? ka lsji "m + FIfes 


k=1, 2, 1, N—1 
jao Leme] (7. 1, 63) 


2,570, (k=0, 1,2, 7, N) 


Epi = Ey — 0, (3—0, 1, 2, s., Fio) : 
其 中 

Jag 9 ust) QM aus t) 

Bi y 779p 12 3 ^? 
(xis, | £—2,| «A 
引入 常 数 
_1 J ulr, t) og 9fu(z, t) 
Kg mar ^ 3i (0513 3 


并 记忆 = Kr t Kk, ABRAR HAA £8 EX Gru. C0 一 (Eh, jr), 
BUG 1 ToU EP. 
将 (7.1. 63) 中 第 一 式 改 写成 
Enia T A€4 pi t C1—2A) 8; Aen ni t Tfi 
(kz1,2,-, N —1) (7. 1. 64) 
TA 
| essit ESPTE 十 | {1 —24)er,;| zx ELTEMI zx dB fesl, 
(k=1, 2 N—1) (T. 1. 65) 
in j 排 上 24, 的 最 大 值 汶 ;= max | Eril (k —0, 1, 2 N» 
FUB A«C A] Fass | CF, CT. 1. 65) 式 就 得 到 
lenge | EAS; - 1 — 242) e; t Ae; t Fr 0; Fr, 
= 225 
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(£—1,2, *, N —1) (7. 1. 66) 
村 注意 到 80,5417 £477 0, HE 
£j ejt Fr (7. 1. 67) 
由 此 逐步 递 推 得 到 | 
£j, Xe Fre H Freet (j++1)Fr 
rH CT. 1. 63) Pn i AR Pp a 69 —0,. SORT DERE For E rx 
At OG Desc, 就 得 出 


eja EFT (7. 1. 68) 
PRI] F— Kcd Kh’, JEER. 1.62), 就 有 
eX CK TC Kk) E (7. 1. 69) 


XX BA UEBH T H K 00, &0 IM, e iE 25 H9 3 ILLI ELT, H 
此 立即 得 到 差分 方程 47. 1. 7) 9 EC SC i dix IRR CT. 1. 了 的 
真 解 的 结论 . 

关于 热传导 方程 混合 边 值 闯 题 的 隐 式 差分 格式 C7.1. 33) 的 收 
钙 性 ， 有 兴趣 的 读者 可 参 汰 有关 书籍 2。 热 传导 方程 混合 边 值 问 
题 的 六 点 六 分 格式 (7,1. 52) 的 收 钙 性 ， 有 兴趣 的 读 老 亦 可 参考 有 
Xp. 


$1—2 波动 方程 的 差分 解法 


一 维 波 动 方 程 的 混合 边 值 问题 (7. 1. 2) HE EZ 38 dS C (EU 

过 它 的 精确 解 的 表达 式 , 此 时 的 求解 区 域 必 须 其 有 简单 的 形状 , 而 

且 徽 分 方程 及 定 解 条 件 通常 必须 是 线性 的 ， 系 数 的 .然而 实际 

中 所 磁 到 的 问题 却 往往 要 复杂 得 多 , 应 用 这 些 方法 就 困难 得 多 , E 

至 是 不 可 能 应 用 的 ， 这 时 , 就 不 必 求 得 问题 的 精确 解 , 而 上 只 要 求 得 

QUO ARRA AARE EHE, * 计 算 方法 3, GLA. ia ARAT H 
Rik. 1979 年 ， 


wo 北京 大 学 .吉林 大 学 ,南京 大 学 计算 数学 才 本 宝 , 4 计算 方法 3, RS $3. 人 
民 教 育 出 版 社 , 1961 年 ， 
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3| B. 4f — ac té ia BE ro EUR, S 7-1 TUBE TCLZSGR IAE 2 D Ls 
一 种 近似 求解 的 常用 方法 . 为 了 说 明 方 法 起 见 , 下 面 我 们 用 差分 方 
法 炒 求 解 (7.1. 2)， 这 些 基本 思想 和 方 汪 可 以 用 到 更 复杂 的 情况 . 
(7.1, 228925 5 J RE GK RE 53 8 7-1 中 的 作法 十 分 类 位 ， 

Ar TRIER R ESE, BÉ IUSSI ARA EREA A E ERE 
Rik p = u0) pE) — u(0), $(0) — ui(0), 9CD — uC. 


1 PRHA HAA 


我 们 用 直线 族 2s bh( k=0, 下 h- x) T 


N 
(70,12, mo, mo | T PREROK, otc Th) 


成 网 格 , LIB ATO, 770 RRRA x DAA CA Bde. HF 
混合 边 值 问题 (7?. 1. 2)， 我 们 就 象 处 理 热 传导 问题 一 样 去 取 贺 格 . 
iE Ck, J) = Cer, 05) = Geh, jr), 称 此 为 网 格 节点 , uos m (ns 05). 
微分 方程 的 差分 近似 
HARER H, 我 们 分 别 用 


"icit Pri E Meet Parni AMan Mei (7.2. 1) 
T Fu Fu E E EEE E EEEE 
RERE s, 3; Elre 6). E C7. 1. JAR E DA e he 25 2 JE 


式 : 


(Lu),, ; — Fesi- 一 2 ads 
— g? Mac) e Men = fa Ry (7. 2 2) 
Mm 
Kus o Gee?) Mu, Aca (7.2.3) 
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M, 是 u(x, 引 的 各 个 四 阶 偏 导 数 的 绝对 值 在 人 上 的 公共 .上 究 , Rus 
-OR 二 zz)， 略 去 (7.2. 2) 式 中 的 有 关 截 断 误差 项 Res WHR 
和 (7.1. 2) 式 近似 的 差分 方程 : 


BPU,, E PTS =Z n TU,5a 


Lg Vac IPs EU nen. p, (7.2. 4) 


(k=1,2, 5 j—1,2, +) 
AU 15 d (0E: FU 322 Je S UE B0 22 CL 
XT UE 2b JP ERIS O6 PE Pul i C7) 53 8 7-1 中 的 热传导 
方程 一 样 ， 得 到 | 
U ,,o— (Eh) — p, EK—0, 1, =, N—1) (7. 2. 5) 


对 于 后 一 条 件 
eu - 
了 | 二 pr) 


我 们 介绍 用 丙种 方法 去 差分 近似 . 
—HE gj Rite eaa, 0), fl 


CEST Sus Leu orien (1. 2. 6) 
T 
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REDARE tan 在 (ss 0) ET, 加 知道 


lv. LEM, =L Aha) Ms (7.2.7) 
Ms ula, £8 — EHE EO CIE G LOARER. 于 是 
Way o7 Qa Tuo Yen (7. 2. 8) 
其 中 
[vinl = rpl (F/M (7. 2.9) 
略 去 (7. 2.8) 中 的 Varo 就 得 到 后 一 初始 条 件 的 差分 近似 
Um=prtrpr (R HTP) 《7.2.10) 


s " e 
ix I CT. 2. 10937, 


i =p) ZZR ZOA). 
第 二 种 差分 方法 ”由 于 


中 (了 T) — EL Ep —T 


) gJu ; 
—3: 0 TO ) 


2T 
MAZ) — — 9 (MEDI 
"d | 
mn en du yt (7.92. 11) 
- 
其 中 
2p? 
CHIESE T. AM, (T. 2. 12) 


M, iC uz, t) 9 Br fas uu ot YE G. ERgz3E ER. 干 是 可 
用 
也 :一 总 el 
2T 
作为 下 | e COS HEEL. 


但 是 由 (7,. 2. 13) 不 能 确定 Za， 国 为 它 又 引进 了 新 的 未 知 E 
=。 230 * 
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Uo- XTE Un- 我 们 把 (7.2.13) 和 在 《zi;0) 上 列 出 的 差分 
方程 

Ugn + Fin 一 于 (UL, noct Uz- 150) 
fi»-—0 


2:52 
— 20-4), — 7 
联 立 起 来 , 消去 其 中 的 gw-， AS) ，=$(7) 的 第 二 差分 近似 


UA =g gm. —29,- P- D+2p +4- 


5 NM 
(7. 2. 14) 
为 了 定 出 这 个 近似 初始 条 忻 的 截断 误差 ， 我 们 把 原 微分 方程 
混合 边 值 问题 的 解 4(z, £) 代入 在 +=0 的 结 点 上 到 出 的 差分 方程 
RU s= fas 中, WA 


Ru — feo t Rer [Riol Kgg teM, (7. 2. 15) 


HIT (7.2.11) 5E; (7.2. 15), D; FR IER CT. 2. 13) 与 PU Ss fol 
出 (7.2. 14) 的 办 法 , 立即 得 到 


[TT - fary, + A Pr 1m 2p t Er- 1) 29,— 


ART 
a foo 
二 YE 二 Up 十 TRA (1. 2. 16) 
其 中 


| vin E 


TY (二 ta Ras | 


3n 
L (PI i, E 


UM 12a (Cr 二 ab Mu 


WM CONOD, RU 
Use 3 rte n i729, 9i 2-29, 4-2 Zi fmt 


(7. 2, 17) 
关于 波动 方程 的 边界 ZR HF u (0, £) — p CE u, 2) — as CE) T 
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以 转化 为 
Us; — uir), U yi = THGTAR j-0, 1, 2, kie (T. 2, 18) 


第 一 种 差分 格式 《〈 显 式 论 分 格式 ) 盖 分 方程 《7.2. 4)、 
(7.2. 55, (7. 2. 109, (7. 2. 18) 可 写成 沪 
Uaa A Uppy 43-201 — AU ,,; HA U aig Usu i T fus 
(b—1,2,:«, N—1:3—1,2, *-,m, — 1) 
Uiw = Pe 
(£—0,1,2, =, N) 
Urn = pr rps 
Uorn 一 EC, Uyn — na( 97), (J—0, 1, 2, iat Mo) 
(7.2. 19) 
(7.2. 19) 就 是 (7.1. 2) 的 第 一 种 差分 格式 ， 同 样 的 有 
第 二 种 差分 格式 ( 显 式 其 分 格式 ) 营 分 方程 《7.2. 全、 
C7.2.5)、《7,2,17)、{7.2.18) 可 写成 为 
Uasi AU, HALAN st AAU Ur fs 
(k=l, 2, enn N 13-1, 2, 3, eo, T8 — 1) 
L psi = Pr 
(k—1,2, en NN -1) 
27t 
Uu = : 2rd. PA (Prsi 2P t 9,1) H 2Pe MES feol 


Us, MLIT), Uns us(jr), Cj=0, L, 2, -, my) 
(7.2, 20) 
(7.2. 20) 就 是 C7. 1. 2) 的 第 二 种 闽 分 格式 ，. 

从 (7. 2. 193、(7.2.20) 式 ， 都 可 由 第 0 排 , 第 1 排 上 的 解 值 去 
决定 第 2 排 上 的 解 值 ; 再 由 第 工 排 , 2 排 的 解 值 去 决定 第 3 排 上 
的 解 值 ; …; 依 此 类 推 , 就 可 在 鞋 增加 的 方向 逐 排 决定 出 一 切 解 值 。 

用 泰勒 展开 式 的 方法 可 以 说 明 , oAu(r, tE GOKE, Oct 
zT) 上 具有 直到 四 阶 的 连续 有 界 偏 导数 时 , 第 二 种 方法 得 到 的 初 
* 7ł2a 
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始 条 和 件 的 差分 近 担 (7.2.17) 要 比 第 一 种 方法 得 到 的 差分 近似 (7. 
2. 10) 曙 精确 些 . 在 应 用 时 应 该 注意 , 第 二 种 方法 用 到 了 8 以 外 的 
点 , 则 要 求 微分 方程 在 初始 线 二 0 上 也 成 立 . 
(7. 2. 19), (7.2. 20) 两 种 招式 的 讨 算 步 本 如下: 
1 fo LA, ALLE €T IBS EC To, 
2 求 z 方 问 的 等 分 数 让 ,以 及 £ Zr dS T 
N=, r=% 
3 计算 结 点 的 航标 = kk, d;—)Jr. 
4 计算 初 值 与 边 值 
Uy;— Ht) U ysi Bakti), Uso= Plr) 
Ven = qp) recer), 
Uo rpt (Prai — 2p HP- D 291 yo fon} 
a 
5. AAC 2.19), (7. 2. 20 VEU 5.1. 
计算 框图 如 第 234 页 和 第 235 页 所 示 ， 第 234 页 上 框图 是 第 
一 种 差分 格式 , 第 235 真 上 框图 是 第 二 种 差分 格式 . 
例 ”用 第 一 种 差分 格式 数值 求解 一 维 波动 方程 的 混合 问题 
ou Ju 
Ji^ gaz? 


=0, 0«r«1,0«1 


(x, 0) — sin zz, 2 (2, 0) s (1—2), 0<v<1 
u(0, 2)—u(1,1)-0, Ost 
(1) f, A—1, h=0.2, BREH 3—1, 2, 3 层 的 近似 值 ，(2) 取 
ÀA—1,h—0.05, 要 求 算 出 j=1, 2, 8, 4, 20 层 的 和 近似值， 
解 《1) 24 A—1, h—02, X a1, 所 以 = 一 0.2， 
混合 问题 的 第 一 种 差分 格式 
.233 5 
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` j=ù 


Terj o. Hasj =p, CT4) 
Ug, FAKT) 


zkh , Ua opla) 
TP) trel) 


fastfit TO 


Drp Aan TU n ge 


十 2 一 ATMI T] it rf, ri 
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| 开始 | 
TaKaRa] 


jep 


Ty jv 
H CPE 77H í Tj Un d p To) 


U, pam UU uan stU nr 


—H S aliit t+ 
Ts; 


E 
下  U, own) 输出 结果 
Ui 12r {T+} + A' (puni b 
—29,) T 9G,-0)- 2902, | 过 | 


HA'A fG,,0)/a*2: 


EIE 


Ursa AU Ls; 2CL— AU; A U,-154—U pii 
(k—1,2,3,4) (j—1,2) 
Upo = sin &xh, Uin — sinkak + hr (1l — ER) 
Eaj — 0, Cei — 0, (4—1, 2, 3) 
TH EXRRAREOGRSÉKURIDERIBBAE OE. 1486. 2 dE. 3 E E65 
U, s; i: 由 Duoo= sinEa 得 出 
20" — DUyo-0, Ue sin 2 —0.5877852, 


由 235 e 
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0,3) (2,3) 0,2) (4,3) 


(0.6) 


2 (0.4) (0.43 - 


(1,2) (2,2) (3,2) (4.2) 


(1,1) (2,1) (3,1) (4, D 


Q (0,2) (0,4) (0,8) (0.8) 1 
3 4 


1(0.2) (0.2) 


1 2 
图 7-11 
Lo A- . 3m —— 
Uas siap- 50.9510565, Caso == SMS T 0.9510565, 
Uo sin £z — 0.5877852, Us. 0. 


利用 六, ,一 sin ÉZ +0.04k- (1—0.21)f8 14 


«at XT. = sin- +0.04- (1—0.2) —0.6197852, 


2G 4-0.08- (1 — 0.4} = 00.9990565, 


U,, — gin 5 


TAE sin ZZ - 0.12 (1— 0.8) = 0.9990565, 


Us = sin SE +0.16» (1—0.8) =0.6197852, 
Usi -Uss =0. 
利用 UL, 1— Uras T Usi Uss- 得 出 
“42” Ua — Uan t Uon —U,,4—0.9990565 --0— sin — 0.4112712 
= Uus 
Us — Uan + Uii — Uaso = 0.9990565 + 0.6197852— sin 
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= 00.6677852 = EUa 
Up= Us = 0; 


JHH Uso 3E 
N a 2 4 | 6 8 
l 5 
Í 18 | 16 14 | 12 
0 0.3135170 | 0. 5957852 | 0.8155170 | 0.9630565 | 1.012459 
1 | 08101580 | ü. 5890620 0. 8098463 | 0.9513883 | 1. 000128 
2 | 0.2988772 0.5677219 | 0. 7802450 0.0163786 | 0,9622363 
3 | 0.2800450 | 0.5822190 | 0.7314330 | 0. 8589164 | 0.9027767 
4 0.2542049 | 0.4833374 | 0.6645836 0.7804252 | 0.8202572 
l 5 | 0.2220610 | 0.4224163 0.5812892 | 0.6828217 | 0.T177060 


6 |  &.1B44601 0.3510665 0.48351T2 | 0.56843022 0.5076142 
l 7 | 0, 1423713 | 0.2711312 p. 37380947 ù. 44007980 D. 4628567 
名 | Q, 0068616 | Q.1846400 | 0.2549452 | 0. 3007050 | 0.31668572 
8 | 0, 0450701 | 0. 0937597 | 0.12952098 | D.1538487 | 0,1624517 


[d 


H | 0. 0061798 i o. 0007403 | 0. 0014249 | 0. 0031302 | 0.0037932 


11 —10.0436116 | — 0. 0921400 | — 0.1261952 | — 0.1477262 | — 0. 1561672 
t2 | — p. 0961213 | —9.1826310 | — Q, 2510547 | —0.2950790 | — ġ.3103667 
| 13 | —0.1412100 | — (0, 2685655 | —0,3607673 | —0.4352122 | — 0. 4578642 
14 | — ü. 1828116 | — p. 3478153 | — 0. 4795391 | —0.5645717 | —0.5933550 


15 | 一 0. 2109545 | — Ü. 4188374 — ü. 5775836 | —0.6785233 | —0.7152572 


l | — 9. 2517850 | -— 0. 4797190 | —0.6614333 | —0. 7734154 — 0.8]87767 


E | — p. 2776272 | — 0. 5289717 | — 0. 7280854 | — Ü.E576286 | —ü.,5015463 


i8 | — 0. 2964079 | — ü. 5653120 | — 0.7785963 | —0.9156383 | -—4.D6zaT66 
e: c ——————————————————— 
19 | - 0. 30901695 | —n0.5877852 | — 90.2090169 | — 0.9510585 | — 0,9999999 


-5957850 | — ĝ. 4195183 | — 0. 9430561 .012431 
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458" Eh Uat Ua; —U,,270.6677852—0.5197852— 0.0480000: 
= [i 
Una U5,5 HE —U5,, —0.6677852 1 0.4112712— 00.9990565 
=: 0.079999% — U,,, 
Uos U5,4 =Ù, 
(2) 8$ A—1,5—0.05, X a—1, 所 以 f= 二 0.05，5| 用 算法 庄 言 
编写 成 程序 ， 采 用 电子 计算 机 讨 算出 Uiy; 的 数值 结果 【〈 阿 第 237 
F). 


2 3E5 4 TEE B SCIES JETS ZEE 

252) T SERE GS We a 

同 热 伟 于 的 讨论 一 样 ， 用 差分 方程 的 解 U Lo; 和 近似 原 徽 分 方程 
的 解 zy, 是 要 求 当 步 长 + 按 一 定 方式 趋 于 零 时 ,对 于 所 沽 虚 的 
[C 5& Gi0Os aL, OLÉ LT) LB BERG. 10.488056 

|U ,,,—9,,| —2»0 (7. 2. 21) 

2:4 Jj fed bXBAPRERC.2.21), wtBREukSETEXXK. AH 
下 人 谎 性 要 求 不 满足 ,求解 差分 方程 就 类 去 丁 意 疼 , 因此， 实际 上 有 
用 的 是 补足 收 化 性 要 求 的 差分 格式 . 

用 差分 方程 去 苦 代 微分 方程 混合 边 值 问题 ， 从 表面 上 看 共 稚 
H ix xe pue iR ^g d CAPE ES h—0, c0 IF. E ER T 00, TUE ex 
性 不 成 问题 ,但 事实 上 并 非 妇 此 , XET- 2223 75 EE CT. 2. 19), C7. 2. 20) 
来 说 , AE EA BEBR P BR SEE 

不 论 步 长 A, rph, REKEREKE 4 二 F> 
CA ERSO, IRAD Jg EE (0. 2. 19), (7. 2. 20) 的 和 解 UL; IRURE 
TB er E E d A ER er X3 dé [n1 28 CT. 1. 2) 的 解 tasj. 

以 下 给 出 这 个 事实 的 证 明 ， 为 方便 超 见 ， 设 f, 850. xb EET 
C0, A] 的 两 令 端 点 xz 一 0 与 y= L2 RM EQUOS 1/a 与 一 178 的 二 条 直线 OI 
征 线 , 如 图 7-12 中 虚线 所 示 》。 设 其 交点 为 已， 它们 和 s BEBE ERA 
. 2358 * 
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Piset? 


TATT 
HANT 
TH PEERS 
ANT 
AOH 


B 7-12 


TAQ M S4-1 aji Q iE RE c 轴 上 区 间 Co, 7] 的 决定 区 域 ; (7.1 分 四 
3k 2; Fe D ZA pou d ZR GE DEDE, 而 王 点 的 依赖 区 同 就 是 [0, ET. 
为 证 明 简 单 起 见 , 假发 瑟 点 就 是 一 个 结 点 {zw 0), HARE D E R 


DU. TENERE, Ha (7.2.4) EAE ERG CT. Z. 19), (7.2. 20) 8 Aie P ig 28 


DEUS D EHE wT FARZET Wei b-i), Ua Fy}, ri 
E) .EBSRERE UL as UL as Unus; ELE BET H.E £5 HR Gn, E-o 8988 d 


D. WIERA SOS RETA, EATE — Hab, ZVRBCH 


到 , dp P A S[— AP ROSE PR ES OBI. 7712 HB SCEXSBUTO, BEGR P EE 
方程 67.2. DHRU., FAKE Eo ARAE 0 EE. 3S — ELEC REB ED RE 
i. xx x 0825 2 34 i e P RARER RATE m MEDR RA o6 WE PEOI 


EA AR AmA GRAWE, KIR AB 称 为 差分 方程 (7.2. 4) 


E P ARAE. 
it P rk ADLER fn Ec e YANA, 而 这 忆 点 二 条 特征 线 ( 虚 


50 的 斜率 分 别 为 十 1/a, 册 假 设 Aia 1, BILD s REA EA PEE c 


区 间 4B ETE TTTSITI3 L1 88387 252 — 1 AB 上 上 的 初 
始 条 件 严 和 弛 不 变 ， 而 改变 人 于 [0,0 内 部 与 AB 外 部 的 9 Av AA, 那 末 
48 3; REOR EE P PSI wn, 二 就 发 生 了 变化 , 而 差分 方程 在 已 点 的 解 值 

+ 239 5; 
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Ue 仍 保持 不 党 ,并 不 由 诬 地 发 生变 化 ， 这 上越 证 明了 差分 格式 (7.2, 19), C7. 
2. 20) 的 解 Ve; CIRCE GR IPIE AE. ure. 

AKBILA BIEBg BT, AGI GEÉSAREPXXQ.2.19), (7.2.20)1/0 2€ [DAE Rz 
ff. E "m 
从 这 个 叙述 的 结果 可 以 看 出 , 对 于 波动 方程 来 说 , 为 了 保证 其 
分 方程 解 的 收敛 性 , 要 求 步 长 比 6 忆 满 足 一 定 的 条 件 , 这 个 条 件 是 : 


在 初始 条 件 及 边 值 条 件 满足 一 定 的 光 谓 性 要 求 下 ， 只 要 步 长 比 济 ， 
足 条 件 | 


*.l 《7 了 7.2. 22)° 


HE, 35433; £2(7.2. 19), (7. 2. 200 BRE Us AMI BT E DJ; FE 
混合 边 值 问题 (7, 1. 2) 9E us ss. 

X JACI. 2. 22)/8 Us, 为 了 和 保证 收 化 性 , YE2P KA TF O Ff, r 与 下 
的 比值 始终 要 满足 (7. 2.220, 28i IB EB, r 与 及 必须 同时 缩小 
AT, 

222 Ji fid fa EE 

用 差分 方法 求解 问题 时 , 除了 考虑 其 解 的 收 化 性 外 , 还 必须 元 - 
庶 计 算 过 程 中 舍 人 误 善 的 影响 ， 这 就 是 所 谓 差 分 方程 的 稿 定性 . 

差分 方程 求解 的 每 一 步 计算 过 程 中 部 有 合 入 误差 ， 而 且 每 一 - 
步 的 低 入 误 蔻 对 以 后 的 计算 结果 还 会 发 生 影响 ， 这 样 ， 我 们 实际 
计算 得 到 的 并 非 差 分 问题 的 精 俏 和 解 Vi 而 是 它 的 近似 解 Ü,,. Bi. 
Bc, 尽管 每 一 步 的 含 人 误 关 其 值 甚 微 , 但 得 到 的 差分 问题 的 近似 解 - 
E,, 对 于 精 玖 解 U Lus 的 售 差 并 不 能 保证 一 定 可 以 控制 ， 相反， 这 
种 诅 差 的 积累 却 可 能 对 解 发 生 极 天 的 影响 ， 盐 至 全 计算 过 程 无 法 : 
进行 下 去 。 旭 果 出 现 这 种 情况 ， 就 称 所 考虑 的 差分 方程 是 不 稳定 
的 ， 而 当 共 分 方程 的 解 自 于 舍 人 误差 的 影响 所 产生 的 偏差 可 以 得 
=。 240 * 
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到 控制 , 就 称 记 考 虑 的 差分 方程 是 稳定 的 。 显然 , 今后 对 我 们 实际 
有 用 的 内 是 那 种 稳定 性 的 莽 分 格式 ， 


一 般 说 来 , 我 们 可 以 证 明 : MERKEA >l, EA A Fi 
€7. 2. 19), 《7. 2. 20) 是 不 稳定 的 . 此 时 就 不 能 用 于 实际 计算 . 同时 ， 
还 可 以 证 明 : 当 步 长 比 4=a 卫 三 1 时 ， 所 考虑 的 差分 方程 《7.2. 
19) 《7. 2. 20) 不 仅 吓 收 钙 的 , 向 且 是 稳定 的 ， 这 种 情况 可 以 用 计 实 
际 计算 中 去 . 美 于 这 些 事实 的 深入 讨论 ， 有 兴趣 的 读者 可 参考 有 


X fa. 
第 七 章 7) 
1 利用 显 式 茎 分 粘 式 数值 求解 热 谷 导 方 程 的 混合 问题 
Ju Ju 


(ar Agi Oa, 0t 


utr, 0) —a(1—32), Ota 
ut0, £) —u(1, £9 0,04 


Bf 4 一 二 ,8 一 0.1, 要 求 计算 出 j 一 1, 2, …,9 共 九 层 数 值 解 


2 利用 隐 趟 差分 格式 数值 求解 嫩 传 导 方程 的 混合 回 题 
au Su 
Jai sat 
ux, 0) x(1—2), 0x1 
ui, £) -u(1, 4) 2-0, 0 


=0, 0-1, Jt 


3 L=, k=0.1, RHAH j=l 2, …, 9 JIER ER. 


3 对 热传导 方程 的 误 合 状 题 


gu Ju 
一 一 — L0, ü 1, 0 
STIPE uM = 


uir, 0) 一 sin agr, ael 
u(9, D —u(1, 0 —0, 0i 


D RRT WURA HA A AME A N AEE, $2, AREA 
.版 社 , 1979 年 . 
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0) X à (N 为 正 整数 ), HEREZA JERSBLUEBEESTSGES - 


性 条件. 
AT- s mhiy |. E=D0 1,2, -e N 
Ee 1—2851n*-———]| nre un 
i ( Ř 2 ) , 320 d dr ) 
是 此 茎 分 方程 的 解 , 


(3) X À 一 h—0.1, 要 求 计算 而 j— 3,2, … 诸 层 的 数值 解 . 


4 建立 下 述 可 雍 系 数 授 性 方 各 定 解 问题 
Qu —.(2u 
区 一” e 

uis, D —z(I—zc),0z.x&1 


u(0, +) —wu(1, £) —0, 0 


du 
ud Ocr«1,0«t 


R3 E NE EX. 
5 建立 习题 1 中 定 解 问题 的 六 点 部 分 格式 。 
6 Ea PEMO A E A 
du 


ü 
2,70 OHI (0«caysza(z)), rl, 0t 


uig, 0 = pir), Garel 
u(0, D =u(1, 2—0, Ot 
的 显 式 差 分 格式 ， 并 征明 如 时 aC xb, b 是 一 个 正 的 常数 ， 昌 当 请 足 条 件 : 
birc, 所 建 立 的 差分 格式 是 稳定 的 ， 
7 在 6 题 中 ， 假 定 所 考察 的 热传导 方程 定 解 问题 的 解 ww， 人 在 区 域 


G(osce«i, oct Tybiki, 旦 有 有 界 的 篇 导数 5 兰 ，5 世 , 证 明 在 满足 条 件 - 


PELZI MELDERS ERU Be TRAE u 
8 BUB SUE DA SCNCHUCR RET ER Fe iL Ae TRUM 


Su Pu 
Sit pag? 


=0, arel, Ot 
du 
uix, 0) —z(1—2), 31 5 0) 一 由 0s :xxl 


u(0, t) -u(1l, 4) 0, 0sz£ 
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4 A-1,h-—0.1, SEE TEL 31,2, --, 8 EA ERI E LR. 
9 建立 一 稚 滤 请 方程 的 证 各 问题 
gu 


—a P bu, Ovel, occi 
95i Dr To SES 


ju Gr, 0 = pir), dz 0) 一 (2), oral 


u(O, t) —u CI), u(l, 1) — ualt, Ot 
PEA DXX. UB a,b iod s. 
10 HARRES RNC ELSE RE TAPER 23 TE BU EE ero 


Ju J'u 
Dt Ow Os 
u(z,0)—sinz, Orr 


u (D, i) =5 it uC, i =t, üt 


3 生地， boZ, 要 求 计算 再 j 一 1 2, 3 3b EUR. 
11* JEH: 
05 国 数 组 Í sin- mka : (n—1.2, ^, N — D AE — EXARH, 
N-—1 


(2) S 3 NN ai 之 ,cio 成立 


Hm d 


«243 。 


振动 论坛 http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 


第 八 章 有 限 元 法 


有 限 元 法 契 近 十 几 年 来 迅速 发 展 起 来 并 获得 广泛 应 用 的 一 种 
计算 方 渤 。 它 是 在 变 分 原理 的 基础 上 进行 离散 化 处 理 ， 用 米 求解 
数学 物理 问题 的 一 种 很 有 实用 价值 的 数值 计算 方法 ， 室 起 源 于 结 
构 问 题 的 矩阵 分 析 ， 首 先 应 用 于 航空 部 门 , 由 于 其 方法 的 有 效 性 ， 
还 还 推广 度 用 于 造船 ， 土 本 建筑 ， 机 械 等 工程 部 门 ， 并 取得 了 显 
著 的 效果 .当前 电 于 讨 算 机 的 迅速 发 展 ， 也 为 有 限 元 法 提供 了 重 
要 的 计算 工具 . 

在 这 章 电 ， 我 们 将 [以 求解 平面 稳定 温度 场 一 一 拉 普 控 斯 方程 
为 例 , 介绍 有 限 元 法 的 基本 思想 及 具体 做 法 ， 为 确定 起 见 , 我 们 将 
主要 这 论 热 交 斤 边界 条 件 钢 情况 .这 里 所 讨论 的 内 容 ， 对 于 用 拱 
普 拉 斯 方程 描述 的 其 它 工 程 技 术 问 题 , 或 物理 力学 同 题 , 也 都 是 适 
用 的 .最 后 介绍 了 热传导 方程 与 波动 方程 的 有 限 元 法 . 


$8-1 变 分 原理 
1 初等 变 分 原理 


设 已 给 定 UCAR Fa. SUTE xg 分 别 肥 得 变 分 ( 开 -. 
称 改 变量 }6z, ôy, EAE. EA UE ju Gr, 30 RARR P 9 36 090 EET XL - 
为 下 式 


F(z i òr, y t y) = F(a, y) - ÓF (a, D--1l9FG, p as 


(8. l. 1) 
其 中 
* 244 * 


振动 论坛 http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 


Fa, y) Ao Sy (8.1. 2) 


2 a 2 
SF (s, y) -24 ör? 十 25 5,925 + Sor (8. 1. 3) 


它们 都 依赖 于 (zw, 10. IH] X2) ib CÓ, 09) 8) — X ix 7 GR 
是 指 一 次 及 二 次 齐 次 函数 )， 其 系数 即 Fs 四 的 偏 导 数 是 在 点 Cz， 
y) abt. Fm, y) £A EG SUBIRE BS 4A AR TEZE — Br 382; óF 恒 


AF, HI 
JF JF s o 
åF (z, y) —39*t 2; 79 (8. 1. 4) 
它 等 价 于 方程 组 
aF » 2F OQ. > 
5 cM (8.1. 5) 


xp AU åF C, y)70 4E, OFC, y) = 0 也 成 为 函数 
F (x, y) AE Y Gr, 30 达 汉 极 值 的 充 要 条 件 ， 并 且 这 时 的 极 值 是 极 小 
E. 注意 到 二 阶 变 分 F(z, 2) —0 意味 者 它 自己 是 正定 的 ， 也 就 


是 说 .: 阶 导数 矩阵 
2r PF 
Jdz'' dray (8.1.8) 
SF SF v 
oydz' dy 

EA Xm ESAE. 


上 面 所 说 的 把 函数 的 和 极 值 问题 转化 为 等 价 的 方程 组 (8.1.5) 
求解 的 方法 融 是 所 朝 初 等 变 分 原理 , 虽然 这 种 思想 方法 很 简单 , En 
十 分 重要 它 启 示 我 们 将 数学 物理 中 的 许多 定 解 问题 转化 为 等 价 
B rz ER Co BS ER SO Pr Fen] E, 即 变 分 阿 题 . 更 进一步 , 又 通过 
离散 化 处 理 , 将 变 分 问题 化 为 线性 代数 方程 组 问题 , 从 而 通过 解 代 
数 态 程 组 得 到 上原 定 解 同 题 的 近似 解 . 
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2 拉 普 拉 斯 方程 的 变 分 诛 理 
对 于 满足 热 交 换 条 件 的 平面 稳定 温度 场 , 设 内 部 元 热源 , 我 们 


Qu Rimi u— (x, y) dd PRX Pu BS EB Lr tü np es 1 
AR 


URS d B by 5.0, r(z,y)€Q (8.1.7) 
| — | (8.1. 8) 


EZ MI 
Hob v, o BARI EARO ADNIX,H 一 0， 至 少 在 一 部 分 边界 
上 0220, 而 ni 表示 边界 曲线 的 处 法 线 方 向 ， 
WEM —i(uG, 3 是 一 阔 数 集合 ， 共 中 每 一 全 国 数 及 其 一 阶 偏 
导数 在 LTr EER, 在 吕 中 具有 二 阶 和 连续 篇 导 数 . 
作出 下 述 表 达 式 : 
re en 


(8,1. 9) 
HRopschID BEADGCAE. BMA, Hati uM, EEA 
(8. 1. 9) 式 丰 端 进行 积分 , ERIS RE FLu TI X fet. 26 E m Id ES A G 
u, 就 得 到 FLuilio EO. 因此 Fu] 8D DUE IXZE AER ei ER ET, 
这 种 “* 国 数 的 国 数 ?就 称 为 活 函 .由 于 证 兽人 8. 开 9) 是 用 积分 定义 
的 , HERAA pig u i aiT AA EA, OUT ERU 
泛 函 . FaR Ga 3; REGXU B [RIEN (8. 1. 7), (8.1. 8) 55 iE A 
(8. 1. 9) d ^ NIC IRIS ECL, 

变 分 原理 ” 拉 普 拉 斯 方程 第 三 边 值 问题 (8. 4 7), (8. 1. 8) 的 解 
uc M 必定 使 泛 藤 (8.1. 9) 取 得 极 小 值 ; 反之 , 使 泛 虹 (8.1. 9) 取 得 
T1 ^L RS ER €M dog br Y Ta 38 — X3 (ECRIRE (8. 1. 7), 
(8. 1. 8 的 解 ， 
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此 证 明 前 一 部 分 ， 妈 如 果 随 数 Or g)€ M dE xndéLIRIES CS. 1.7), (8. 1.8) 
Bof, Witz xETEIEES(R.1.90 RR RE, 事实 上 , XE ut, y XR Cx 
M iB — ute "ie, i —ux, x T y), B n GL DEM, 我 们 有 


AF = F[u*]—F[uj— EXC +(+ a) Jed 


MJ HG per Limen fe 


(Lows las = (([ 29 2142 27 2 
AES ip | 2r 2z 5 3y 2. [deis | Low y]yds 


exl as) Se) save] 3 logis 
s= Md opra +f aas 25 as. 
o reet GR Q9) ere om 


(8. 1. 10) 

TE = Ju_2u dy 

Bis u 是 边 值 问题 (8.1.7) 的 解 ， 圾 上 式 第 一 项 为 零 ， 叉 由 于 T8275 2 
—Budz 由 边界 条 件 CR. 1.8) 知 上 式 第 二 项 也 为 堆 ， 已 知 0790, 上 式 第 三 


ayda 
项 显然 是 正 的 ,于 是 AF0. Dow Sui BAIT GAB Eb. 
现 证 阴 后 一 部 和 分, 即 如 果 «Gr, 32 CUM. [TE ER CS. 1. 00 CHEER UI BC, 则 它 必 
3E JE XU EE CB. 1. 7), (8. 1. 8 PORE. RE E, AEAN ux, 9) ran le, y), 
Jd on, pE M TAERA, e REX BEA uir, ytan is igne 
M, BUT uto, p) S EH ER F gib o] f, 所 以 


FÜu-FanlzmFIwi 
UB Fletan HED a HKR, iEa-OB HE, 页 一 阶 变 分 
F=- E F(u-a0]1,,.-1 =0 
Bj 
óF— fi 2 到 十 下 y evayt{ Cou v1nds—o (8. I. 11»? 


将 格林 公式 用 到 58 中 的 二 重 积分 项 , 得 出 
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EEn peir Ia) rr] 
RIES tay os) ndedy 


-[ (Z dy —2* ndz A MR drdy 
2x ! y y" )- dz  y* " 


LX re £8 A Tir fS OF 中 ， WR c E 
2y 
w-ir 
HoP n Gr, g) AA E — Br aT ERR AE, 
LIFE CA. 1. 122 成 立 村 必定 有 和 请 足 !8.1.7), (8.1.8), EUER 
第 一 , Eu dg £2 PAS LE, As 一 路 MEREU TE -点 (za yo) 60, [H3 
Atule i. 为 确定 起 见 ,不妨 设 
Att] tor) 70 
由 于 连续 性 , 必 丰 在 天 Gra, y) 289 jb, E138 25 7 Bg e 2o SE £e i] DD,, (6 D. 
OBS E B. 如 图 8-31 Bron, R.xf D, 上 在意 一 点 都 有 
Auz y0 
SXByX€—TIENWE, EAS 
et— (F000) Cx, FED, 
7) (x, D-i (a D eQ rD, (8.1. 13) 
DIETS AL (8,1. 12 o E, 得 出 


àr- -Ifl 27 = em ndady« — y -[[ndzdy «o 
LA Er 


IEZ gcn » Jude o (8. 1. 22) 


iX 5; (8.1. I2 中 8F —0 F. ta dE p TNI G.1.7). 
第 二 , 由 第 一 已 证 明 的 At 一 总 ii C8. 1. 12) E po 0g 


òr =| sd ou—y |yds=0 (8.1.12) 
Eutr LRR + os—» | =0, 那 末 至 少 必 存在 一 点 (zo, yo 6D, E 


A0. 为 确定 起 贡 , 不 妨 设 


得 | 天 人 » | [xag 
E ou—» | 


0 


E TLE FF: 
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图 8-1 Hj 8-2 
由 于 迹 综 性 . 在 厂 上 必 存 在 一 个 包含 (ro) 点 的 曲线 段 Iu, Au 3-2 Bron, 
(fk Et 
3 
ELE |y» 
Hop y —-T3GEW X. 
I Geo, go 为 由 心 ， 适当 水 的 6 GERAR D, AGBS rR 三 。 
CI, MÆR. 2.14) B m Ge, 的 如 下 : 
£—(x—a)*-— (y—3,)*, Cx, HED, NN (O- £^) 


= 
MDS (a, ERHI 的 其 余部 分 


(8. 1. 15) 
其 中 D. QADAR D, 5 OHE 的 公共 部 分 , 如 图 872 Tp PIRE. 以 
(8. 1, 15) 3 FC A C8. 1. 240 H9 Atm, 得 出 


àr-| E ouv | qdszy| ndsz0 
3 (8.1. 14) i åF —0 HEB, eu TEL EERE (E. 1.8). 证 毕 ， 
由 这 个 变 分 原理 可 知 ， 求 解 拉 普 控 斯 方程 第 三 边 值 问题 
(8.1. 7), (8.1. 8) BEELTE SK EE ER (8. 1. 9) AR 7] ELUR ABE. CR 2 2E 


分 问题 )， EERE. H ez IRISH ETT SERETO. sn TE A IR TC 
法 , 求 出 变 分 问题 的 近似 解 , 它 就 是 (8.1. 7), C8. 1. 8) 的 近似 解 . 


$8-2 有 限 元 法 计算 格式 


根据 S 8-1 的 变 分 原理 ， 就 可 用 有 上 乳 元 法 近似 求解 平面 稳定 
a 249 。 
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Eip. BERE 68.1.7)、(8. 1. 8) 的 有 限 元 解 ， 


1 区 域 的 记分 方式 
RRR Q -T oma mug fyunm 
fH, Xn] 8-3 所 未 、 但 需要 注音 在 能 把 一 个 三 贡 形 的 项 六 也 为 


c D 
ood 


图 -i 


另 一 个 相 邻 三 角形 的 边 的 内 点 ， 因 此 ,如 图 8-4, (a) rR UO 04 y 
REREH, miki RO PERR È. kiho ZARE 
个 区 域 直 至 边界. 当 边 界 为 曲线 时 , 可 在 每 一 小 段 上 近似 地 用 相应 
的 直线 段 代 埋 , 许 取 为 三 角形 单元 的 一 边 ( 如 图 8-3). 

每 个 三 角形 单元 的 三 个 顶点 均 取 为 结 点 . 与 有 限 益 分 法 一 翌 ， 
我 们 着 眼 于 尘 求 结 点 上 温度 顺 数 的 近似 值 ， 巾 于 这 时 不 必要 求 采 
Hi geb. 所 以 结 点 的 包 置 方式 是 相当 任意 的 ， 

当 进 行 有 限 元 着 分 后 ， 将 所 有 的 结 点 和 三 角形 单据 分 别 按 一 
定 的 顺序 从 工 开始 编号 ， 每 个 结 点 也 的 堂 标 xCOD X O0. ULRLEJ 
成 三 角形 单元 e 的 三 个 点 的 编号 ile) Ce), mCo) Cisl p ETUR 
排列 ) 邦 足 计算 中 所 怖 要 的 信息 . 

为 丁 统 - -计算 格式 ， 在 剖 分 三 角形 单元 时 可 约定 短 个 边界 光 
只 在 一 条 边 落 在 边 办 曲线 上 ， 这 一 按 相 对 的 顶点 在 信息 输入 时 放 
在 三 角形 单元 的 三 结 点 中 的 第 一 个 位 置 , 记 为 d Ce), 


* 2505 
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2 im EB BER E xS 

在 全 个 三 角形 单元 上 构造 安 分 问题 解 z= 二 4{zx, y) AmE 
gi d 

ut? a baurd-oay, Cr, p EA (8, 2. 1) 
其 中 常数 am, ca, as EIET EG 
a H LARUE AE, Ae 表示 
= HE "Roc e 的 区 域 . 

如 图 8-5, 对 任 一 三 角形 单元 
es， 其 中 三 个 结 点 Go mikit} 
全 顺序 排列 ) 王 的 得 度 值 设 为 ar 
us. Um 面 此 三 绩 点 向 坐标 分 别 为 
Cr FEET Yi) Cim Yn) E 


Z f Ee e 的 面积 图 8-5 
|l z; idi 
cioe F 1 oa; (8. 2. 2) 
l Em ya 


现在 令 wo 在 三 角形 单元 三 个 顶点 的 值 分 别 等 于 ia Uy, wm 即 
uj '-u—a bu, RN 
ut? — uj — a, rx; Oy; 
UE? = Hm 4, Foz H alim 


fis A FRSR T UH Qi, Oo. Ola 是 


X ge V, -jW;d- OH) 
i; =i Oa by bay) (à. 2. 3) 


1 
Qs 2A, € ti 6 ju, t Cua) 
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其 中 
Gi = Tn Emi, Uj = Emi tim. Og XJ;-—Tiy. 
B: = Yi Ym Di5 Ym ey Pu. Hi (8.2. 4Y 
RN C; Gd, Ems Cp = EF, 
这 样 一 米 , RADA TRIER Gp e ERSA E R MEd AUS Zt 
uO — Ela, tb sto wt Carbet ou 
十 Com Dat esu, (8,2.9y 
AFEFE TA pE AUFERAT fno 
JEt k. Antea Bd IE ER Zi PAR SER ERE, 称 此 为 满足 相 容 性 
条 件 . 
ex 
Ni, gy) gg (et bet ey), NC y) —g c bir eun, 


N ua zac (s ba Hent) 


(8.2.67 
网 (8. 2. DRT 
u(O —g,* Nin, y) -ujN (x, y) Fus Nur, y) (8. 2. 7) 
将 每 全 三 角形 单元 上 构造 的 线性 插值 随 数 uU 3E REGE. xb 
得 出 wx(z, 办 在 整个 网 格 区 域 Qr 上 的 分 块 还 拟 函 数 : 
usla, y wr, y) —u Ni, y) - us IN Cx, y) uu INO, y) 
(8, 2. 8) 
itg ZR pk d 8 75 23 9 38 LE oe 0) d ORC ER aC. 其 值 在 jm 边 
dift 5 owdHAxtk4E[CÉS. AMEL Dok jm 边 上 的 变动 
参数 ,而 上 =0 时 对 应 于 了 点 ,= 工时 对 应 于 各 点 , 则 fm X2 EJCSR 
值 图 数 可 表 为 
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(1— £)u; 4- tu,, («c£ «1) (8.2.9) 
E jm 边 的 边 长 为 
S2 (Tj— Em) HYY (8. 2. 107? 
那 末 容易 得 出 
I= (8. 2. 11) 
Si 


其 中 8 J& Jma LA j 点 算 起 的 弦 长 参数 . 


3 单元 刚度 分 析 

所 请 单元 刚 诬 分 析 战 是 弟 相 二 角形 单元 及 线 元 {单元 的 边 胃 
元 ) EiBiERRCB. 1. 39) 离散 化 为 二 次 函数 的 方法 ， 这 是 完全 标 淮 
化 的 . 

H C8. 2. 55 RT £8 3] 
cu t 1 Tv 本 
人 | bte, t buta) 

(8, 2, 12) 


pez e) d 


2y =i Fh + eju; H Cmim. 


FELG. 212). (8.2.9), (8. 2.10), (8. 2. 1D EAZA (8. 1. 9), 
n[ Aniz E Fire HETA 


HG o! Jen, n n 


g 


=- fhar b + bju; + Omiin)? 


+ Ceu, -F eu; Feu tde dy + 


sf lo aut tiu)» (L— £u; tus) ie 
,| 2 ] 


=y llou, T bju;-F bau) t Cou Fem; Cabs) 1 
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Ls; [3o 7 Du tup o a Ou tun) dt 

(8. 2. 13) 

E, Phe don Pise 的 公 凑 部 分 。 因 此, £ e 是 内 部 童 元 , 则 

第 二 项 积分 就 不 出 现 , 或 认为 01 二 v= 二 0， 从 [8.2.13) 碟 可 见 ，F， 
GRE e 的 结 点 温度 的 二 次 乓 数 。 

由 (C8.3.9) 式 ,将 (8.2.13) 式 表示 的 每 个 单元 。 LAES 

加 起 来 ， 就 得 到 整个 区 域 +r 二 的 泛 函 值 ， 它 自然 也 是 结 点 温 

底 的 UKRA, 可 写 为 
P= XE SO kaum PNIS (8. 2. 14) 


LAE] 
其 中 eo ETELA b 是 络 点 的 总 数 ， 而 kra 及 的 其 体形 成 
Wip 4, (8. 2. 14) rni PX 


A 


am 
5 2 BU. 


Lael 


EAE 


SREE eof, era 


&£-—I 
1 gux* sana”) 1 " 3 
iffa! guy 1 d 8.2.1 
rG) tG) atg) ods (8.2.18) 
Ja 


斯 决定 . BET oREuE—A LIGAS Leo, AIER 2 GE u0 
B TA PA. ER LIEU 


ta 
>» LT 


5-1 
—AEALI AEDEM, H RRUFE kS o) E EATR IEE 5B EE, 
FRA a ENE ERE. 
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根据 使 泛 函 于 到 极 小 的 要 求 ， 结 点 上 的 温度 值 iw.rt1=1， 
2. EO eri A SR TE 


IF +2F ， 
SU OLCWCTOt—(0 (I-1,2,-,0 (8. 2. 163 
eu, 2-2u, C o) 


由 于 只 有 对 议 了 为 结 点 的 单元 e, P. UOI A A uo BEA 
ECR. 2. 16) 名 史上 是 对 一 切 单 元 e 作 和 和, 实际 上 上 只 要 站 一 切 以 1 为 
结扎 的 单元 e 作 和 即 可 。 

由 (8.2.14) 式 可 知 , (8. 2. 1 的 式 可 写成 为 


Ep 
TULIT (E—1, 2, t9. Is) (8. 2. 17y 


ik E — A DA 73 CERE n=l, 2, ,10 为 未 知 数 的 线性 代数 方程 
组 , E GRAB Be — oS ERGE XE IRA. 解 出 它 就 可 求 得 结 点 温度 的 
WEH. M. 用 有 限 元 法 列 计算 格式 , Sco E RD TEL EX, HE AB 
p K= On BIS] EP = (ps pa. P16)”， 称 (C8.2.17) 为 有 限 
元 方程 . 


A HEEK EnA r 的 计算 
从 (8.2. 16), (8.2. 17) 式 可 知 , kis MESE — S TS epu Ri 
cu ppm D 
的 系数 . 周 此 , 只 要 对 一 苇 以 为 结 点 欧 单 开 e， RE Ap us 项 
nu - um " t T 
(rj 系数 合川 起 来 ， pog uf foh. 同样 ， PB Dy == P3 ri i lj m 
: Fel" 
vrt ta n np OD oq ` aB EI- E p = aF, 
Np irinp2s—rT IF, P5 t. 只 要 对 me E, i £n 单元 Ea 把 


Hd £L LES HESS Ane AGRIA P, xx 94 —8 n ELS 
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部 分 号 分 别称 为 村 或 P WB. 
HEPC eli, Jom) We. ri. 
-t a 
dm (8. 2. 18) 
di C8. 2. 19035, RA 
Er «Lus Hjt bus) bi Co th HOH Cmime: } 


=u, (bic uj (bib; - cio)! 
usi Chiba cicm)} (8. 2. 19) 


MA "- 《 (bu, F D ujt bu uut (cit; + FUE 十 Cg bag) cj, 
E 


m | [0,(1— £) €(1— us + tus) —9 (1— £) dt 


ui bibi. oD) +t (o1 TE 


1,5; 


f {b7 z TiS, 
un) Ateh) +T | (8.2. 20) 


Ee =P. (biu, HOt i) bn (eu; — cuj Cmm) Cmt 


十 si | Tot CO tust tun) — vi) di 
(n 


eH bb, b,-i- CnC) IOl babit cue) TE] 
tun DDE tch) um pi (8. 2. 21) 


这 样 , Tyc el, j, mR ERREK P bin bjj Emm hu 
= $}is E m= Emi TH big — kj 的 “贡献 "分 别 是 


PD.(b? et), (bj re$) Ti 
D. (b2 +e) -+ o Q.D, b; co) (8.2. 22) 


" (bb, t Ciba) * o. Cb Dat Cilmi pau 
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mA A m [5] Ek P rp p, 及 pw 的 “页 幢 分 别 是 


VS, E 
3 
2 2 


EETA CERA A DERUMIBVIT Rc hb 4e pide. E 
DUAE Be RU EAE IE K. EA ela P. MAT HERCLE 
TeXREULfE. iX — DE. EIA —3238 44 8 IP) Dot S £3. Fs. 可 以 由 电 
子 计算 机 目 动 地 执行 


(8.2.23) 


$8-3 超 松弛 选 代 法 
J $ 8-2 可 以 辱 出 ， 用 有 限 元 法 求解 问题 最 后 者 归结 为 求解 
具有 寻 称 正定 系数 年 阵 交 线 性 代数 方程 组 ， 本 节 计 论 解 此 种 方 
程 组 的 办 潜 , 对 于 挤 普 拉 斯 方程 一 类 和 的 定 解 问题 , HERE ER FOIE 
RREH EAH. 


1 选 代 法 
Xi-F $8-2 中 所 得 出 的 线性 代数 方程 组 (8.2.17) 式 为 


tin p (L= 1,2, 1) (8.3. 1) 


其 中 矩阵 下 = (ko Xo ERIEXEABIE, 其 一 切 主 对 阴线 上 元 素 
kD i TE (8. 3. 2) 
FIR det K>0, TEDA. 3. D4AGE RUE AE P Er 
绍 六 和 解 方 法 . 
jk i 14 C8. 3. DA i br iN us AEB. 3.1) 改 
号 成 下 式 
u =— bea, — Aes Cs 2, lo) 


El 


(8, 3. 3) 
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[F1 —2H m E CPU T1. 2, s, DOARRE, TRES. 
3.3) 式 , FHI PARRA ESE Cu s 


L= L 


us -- St My c. ET Ea Agr (0? tEÁ ((—1,2, ---, 55) 


ped ees Aus 
(B. 3. 47) 
这 里 由 于 在 用 (8. 3. OAH aP LZ, up ue, uuu BU uU 
(h--1.2, en U- D) ELZS FIGUR CR. 3. 4) 式 中 前 面 1 一 1 个 式 子 计算 
得 到 了 , 因此 在 (8. 3. D AA a HERI RAE HEL sg (8 1, 2,…， 
4 一 1) 是 有 意 关 的 , HIR CB. 3. OAR ER XEM CIE TA C? E WT 
行 的 . 
— Bi i 35, 在 求 得 第 于 次 近似 忆 全 后， 就 可 用 下 式 依 殉 构 蕴 
SE mṣd LRE utn 


uit eu > Aygteerb n AS 2 tu jh "ul Lu (iE, 2,25, la) 
vp. t bg 


(8. 3. 5) 
在 这 一 步 , 我 们 可 称 ul" 29E GL, RR uU ERI. BITTE 
PEAR T= 1,2, e. ba IHE EG UU. YER IER. ui O v a. S 
DEEE DÆ ag Du. nnn, uU RD DL Ze TEX OR fT, 
miekki ATED EEE ee 0 上, BFE JATA 
AAAA. 3. DAE EARRAN A "BE H I E 
Ho je RE 5 TEL D PAL, 2S anA AZERA. AE SUE f. ak 
出 ， 老 慎 a EEA R a RE THEAL EARE HETT 这 种 
^V HR IB" fie 手续 , TAERA E E oG, SERT LAR 
&n VE XE RTE FBA, ERER AG. 3. 5) E IE KE E 
gi 181 vr xf Ru ge S E fi. 
由 于 Kc CV EARE ABER. 可 以 证 明 ， 不 论 堆 次 近似 是 
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如 何 选 择 的 , XX EE E EDE UTAH e 201—131, 2, 0) MS FK 
Bt moo 时 ,一定 收 敏 于 产程 组 (8. 3.1) 的 解 ， 因 此 ,经 过 适当 多 
KER JE. GEnIDALBCR TO DEA TCIBI RU ER 28 ^h T3836 £8 AE. 05 3C 
分 小 的 控制 误差 值 , 而 得 到 足够 近似 的 解 . 


2 ERARA 


XE. RP ETRIE. 3. 5 Boc AE E RIE, 25 T ime 
SRE, PAXE ERRERA E i. RISTI 4 PASÉ 
因子 o, iR PU RE HE e 


"E vo yim ER 
| ce, ^ qa m 
T-e)vj" (8.3.8) 
(1—1,2, 4, ło) 
如 令 
i = — Eden bor myfi (8.3. 7) 
则 《8. 3. 6) RE 5 n 2) T 3X 
u, 7* 0 — oii, J3-(1—o)uj/ 7 (8. 3, 85 


(5. 3. 73, (8, 3. 8) "E ffr TCE. 3. 6), 

由 于 KO.) EHR EE ERE, ECAC. 3. 6) (8. 3. 
7),(8. 3. 8). H SARAT co ZZ TEGERE. 0 2 时 才 是 收 
AEL M, AAT o JERE 00-2 中 选取 为 佳 ， 这 称 为 
超 松弛 选 代 法 ， 但 也 不 排斥 对 某 些 问题 在 范围 0<@<1 中 选取 
的 可 能 性 , 此 时 称 为 低 松 弛 选 伐 法 . 

实例 计算 志明 ， 较 好 的 松弛 因子 会 大 大 加 快 收 策 速 度 . 对 于 
一 般 的 平面 问题 、 到 名 略 大 于 1.8 为 好 。 利 用 优选 法 选 AAA 
子 , 也 皇 一 种 可 到 的 办 法 . 

"259 - 


振动 论坛 http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 


我 们 还 可 以 证 明 , 由 (8.2.14) 式 所 表示 的 二 次 型 
FLi] —» P kia — XX (8. 3. 9) 


在 利用 (8. 3. 6) 式 进行 选 代 时 , 必 成 立 
Ffu P «Pun (m—0, 1, 2, se ) (8.3.10) 


注意 到 在 有 限 元 法 出 现 的 线性 代数 方程 组 (8. 3. D 3X, 正 是 由 相应 


于 系统 总 位 能 的 二 次 型 (8. 3. 9) 式 本 棚 小 的 要 求 而 得 到 的 . C8. 3. 
10) 式 表明 ,在 用 (8. 3.6) 式 进行 选 代 的 过 程 中 , 逐次 近似 所 相应 的 
HETE a, me GEJE. BAE kA EA ME SCRIBE IE ERN 


MRD Fee- IAk. 3.6) 的 设计 也 十 - 


4h db £g BEES VÉGK dH à dy. 


$8-4 计算 格式 举例 


现在 就 交 说 明 用 有 限 元 挝 列 计 算 赂 上 蕊 了 向 方 汪 .为 研究 起 来 方 
EEL, 我 们 善 虑 拉 普 拉 斯 方程 第 一 边 值 问题 


ou 
(o EE :0, Ou, gem 


je 0-7 =u e III 070, ESEA y 


wy- = sing, Or 


(8. 4. 1) 


APA M= (n, g) RECS. 4. 1) 
vj x Ne dk PE DS M B PUE — Bt ik £5 da f d (5 ERE P RC IT) E ORE 
QHT E) UR $ 8-1 那样 , 能 证 明 如 下 的 变 分 原理 : 

d ucu(zr,y)AECS. 4. 1) Bo RE, WEE M d u SERE GE CE EH 


ron sf 2 E3] jid (8.4.2) 


过 到 极 小 值 ; 反之 ， 在 六 中 使 泛 函 (8.4.2) 达 到 极 小 值 的 半数 2 一 
ala y)-- AE AC CO. 4. DRAE, 
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RER FYRE, ATRAER TREL ESY 
程 第 一 边 值 问题 (8. 4.1), 

设 在 知 形 区 域 的 情况 下 ， 采 取 如 图 8-6 ra Hy E E 
的 直角 三 角形 弟 元 , 其 直角 边 长 为 如。 为 方便 起 见 , 下 面 我 们 记 结 
Kürcrhy:; -8hCT, 5 为 正 整 数 ) 上 的 昭 数 值 汶 4[L7, sj, ERAN 
HEILA Cr, s). 


用 有 限 元 法 列 计算 和 格式， 对 每 一 个 结 点 了 部 要 列 一 个 方程 : 


部 一半 站 一 09， 从 而 构成 一 个 线 狂 代数 方程 组 ， 而 在 每 一 个 结 


点 了 列 方程 时 , 实际 上 只 涉及 到 一 切 以 7 为 结 点 的 单元 ,因而 只 
涉及 到 结 点 三 周 困 一 图 结 点 上 的 函数 值 。 为 了 明显 地 得 到 在 工 点 
的 计算 格式 , 我 们 只 要 在 这 些 以 了 为 结 点 的 单元 。 上 算出 50 的 下 
达 式 ,然后 把 它们 登 加 起 来 就 可 以 了 . 

注意 , 这 里 在 计算 2 时 , 所 利用 的 泛 函 FC] (8. 4.2) 是 泛 函 


(8.1.9) 34 0 —0, y=0 时 特别 情况 ， 所 以 § 8-2 中 的 全 部 讨论 结 
. 26i 7 
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果 . 列 插值 散 数 的 产生 ,单元 了 关 度 分 析 , 刚度 矩阵 五 的 计算 , 部 可 以 
MIGR. CRTÉDOPER—TOGAEGR D RAAE 83323055 5i BU7R 
Tris SEL BS. BE SCA SERERE T. 

这 里 , 对 于 图 8-6 所 示 舶 一切 直 角 三 角形 单元 , 均 有 


ER 
A m 


从 而 由 (8.2,18) 式 有 
..1 
P= (8. 4. 3) 
下 面 考 察 内 半点 Dr, s), WA 8-7," RIPAES JL. 
II, HI, IV, V, VI, dk f( op (p Ax 7x T Hoc E0R7E RE. 
r,a 4-1) 


(r— 1, 53 


(r,8—1) 

H] 8-7 

对 于 单元 I 如 图 8-8;, AR EA Dd ETISEEE A p CÓ, s), Cr 
t5), Cr 5-1) RI E73 i, J, m, EET H CB. 2. 4) AFHR 


EE —h, bi = 344—397 À, bm 8. F -0 


Ci Sfm — tj —h, Cj ti — Eim], CQ,—z2,—3;—h 
T ih. 2. 10 X, 得 出 
af, SF. 1 "m 
uou, 3 uin s] u[r—1,5]—*u[r, 53-1]? C8. 4. 4D 


对 于 单元 IE 如 图 8-811， 按 诞 时 针 方 向 暂时 将 结 点 Dn, 5)， 
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m 而 j j 
€r, 2 +1} (r—1, 8-1)? (T, 8 1) (r—1,3--1) 
Eir, a) irt 1, 8) Lir, 2) {7r—- 1, 8) Lir, A) 
i j ; i 
图 &—8 Hi BB E B—Bnr 


(r, 总 十 1), (r—1, 8 -r 19 27 Sil ici 28 i, Jj, TH, HEEF ga. d. 2 X. 得 出 
b,—0,  b;—h, b,— —h 


c= —h, c;—h, c4,—0 


于 是 出 (8. 2. 190 3X, 得 出 
JF " 1 
au 于 全 -—Er. $|—u[r,s--1]) (8.4.41) 


对 于 单元 IDE gf 8-85: 3239€ EHE ET 7 oA REA Cn, s), 
(r—1, 5T 1), 7—1,5) 2: 8[2029 2, 9, m. HERF K (8. 2. 台式 ,入 出 
b,—h, b;—0, b,——h 
c;=0, e;—h, c4,— —h 
T 4H GO. 2.19 25, LUE 


oFii SF 
gu; Ju, 


对 于 单元 IV， 如 图 8-9:s. 撤 道 时针 广 阿 暂 时 将 结 岂 Er， 8), 
(—1,5), (s, rD aiu i jm, HERT ECS. 2. 4) 3X, 得 出 


-— Qus, sj—*u[r—1,5]? 《8. 4. 4i) 


TEM CD. 2.19) 5X, 得 出 
aFiy 9Fry 


el; LR uere. m 
2 Ju, = ul, s] u[r—1,s;—u[r,s—1]* 


(8. 4. diy) 


= éj" 
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E] i f i m 
(r—1,0 lir, a} * (r8) tir, a) ril g) 
Y 
(v, 3 — 11 ir, 3—1) Gr 271. &—1) (r 3-1, 5—1) 
m J "m 
Hi^ 8-8n 图 82-5 Hl] 8-5, 


APT GU V. ARBIS-9., h EtA BEPLHE TERT ER PG, s), 
(r,s—D, +i, 5-102: 21329 d, jim, VERE CB. 2. 0 XC, P 
b,—0, b;——h,'b,—h 
c, =k, c, —h, cn=0 
FHC. 2. 190 S, 得 出 
SP, Py 
o, eu; 
对 于 单元 YI， 如 图 8-8, EHE TEUS A PRERA Cr, s), 
(r =l 8—1), (+1, 5) 2r aE 3, J, m. HEt C8. 2. 0 5X, fH 
b,— —h, b,—0. Öm A 


— lur, s]—ulr, s—1]) (8. 4. 4y) 


c, =0, Cji 一 点 ， Cn A 
TAE. 2.19) X, H 
oF v1 "E Es - » 
| EE a (uer, s]—wu[r4-1.51* (8. 4. 4» p 


{F RIESI CS, 4.40) —(8. 4. Ac 1) 46 3E, MEAR Lr, 
s) Bir l| 55 EC x2 


Lo Eran s]—«w[r-c-1,s]—sutr, $41] 


—u|[r—1,s]—s[r,s—1]—0 (8. 4. 5) 
上 式 亦 可 改写 为 
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ulr, s]- 4 tuir F1,5]-rutr, 523-1] -u[r—1,5] 

cTufr,s—1] (8. 4. 8) 
(8. 4, 6) s oS PEE ri Cr, s) ES ERE TEE IRR E. FA A 
Vd S55 OR T ERAR TE. EME PAR RAAR 2H 
已 得 到 过 的 斑点 格式 (6.3.1) 式 当 Fa 大 时 的 情况， 这 说 明 对 如 
图 8-6 所 示 的 特殊 有 限 单 元 分 割 方 式 ， 在 内 结 点 上 用 有 限 元 法 列 

的 计算 履 式 与 用 有 限 送 分 法 所 列 的 计算 格式 实质 上 是 相同 的 ， 
于 是 对 区 域 吕 中 每 一 个 内 结 眠 都 列 出 如 (8. 4.6). 式 那样 的 结 
上 后方 程式 , 所 有 的 内 结 点 上 的 结 点 方程式 合并 起 来 , 就 得 出 一 个 关 
于 内 结 点 的 联 立 线性 代数 方程 组 , iX UB, 看 有关 边界 结 点 上 的 函数 
TÉ. u SE FH CS. 4. 1D) RRRA RRA. MEFA (w=1) 及 超 
TI EE fit (o= 1.65, 1.70, 1.75, 1.80, 1.85, 1.95) 求解 所 得 由 的 线 
ERED E858, EI CIUS u$ 0-2 里 例 中 表 所 表示 的 数值 


88-5 热传导 方程 和 波动 方程 的 有 限 元 法 


Wim $9-1--88-4 讨论 了 控 普 控 斯 方程 鸭 有 限 元 法 , 这 种 方法 也 成 功 地 
用 于 解 热传导 方程 ， 此 时 ， 通 常 把 时 间 变 最 让 视 为 参数 处 理 ， 从 而 采用 类 似 
§ 8-1~ § 8-4 中 的 有 限 元 法 . 

以 下 我 们 采用 热传导 方程 为 模型 介绍 有 限 元 法 . 


考 虚 热传导 方程 的 溯 汪 辐 题 
du Ju 
Singa 40 E KaL, Oct (8. 5. 1) 
iae D) =p ir, Oszzcl (8.5.2) 
&(0, 12) —u(1, 13 —0, O«t (8.5, 3) 


容易 看 出 ,如果 对 固定 的 t, uc, DECC Eos X IEEE np 0D ER CREE 
的 函数 空间 }》, [AA (8. 5. D 3€ E ERE ve) €H; 所 , 积分 


f dea i )ods co, 对 尾 意 的 v0)EHi, 0<t — (8.5.4) 
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其 中 大 着 这 样 的 函数 空间 ,函数 本 身 及 其 ~ 阶 导数 都 平方 可 积 ， 且 它们 清 
对 ro 利用 分 部 积分 站 , 并 注 意 边 界 条 件 (8. 5.3), 由 (8. 


ERPE 48. 5,.3). 
(8. 5. 5) 


5. 4) £e EH 
[ a; a arii) da= 0, ICER v(GoeHL Oct 
从 上 述 推导 可 以 看 出 : AÈ wm, pE (8.5.1)— (8.5. 3) 的 (古典 ) 解 
MI] wu WEE. 5. 50 B RE CHUTE ER (8.5. 50): CZ, (8. 5. DEAT GERO REIR, XS 
EAER AE, HU wtEH3, ELE (8.5.5), (8. 5. 22 BRI u (ar, DD 25 f I 
iEn ASI NE, SR (8.5.5) 259 (8. 5.1) — (8. 5.32 的 变 分 方程 
用 结 虚 0—ay Le Á- am DEIRDO, 118r Ado 了 一 
取 Gr) AA P xog SCB3ILDEE ER E 


5 
[2,-3, z,], FA hr, Eyi 
a 
: EQ V SES. 


z— 
LT, 
quon) 一 1 一 2 2 (8. 5. 8) 
0, 在 别处 
(一 1 2, MN—1) 
， €x G2 7) Hi PREEK, CERRO dE 


B BR, piir), galo, 
AR JHF nbin ar 的 线性 组 音 构 成 的 于 空间 。， 所 谓 有 限 元 庄 , 就 所 


求 形 如 
u(n, 机 一 之 Ho) (8. 5.7) 
i-i 
的 解 , 使 其 系数 满足 方程 
| IC ue o £fe) dz 二 0, 对 任意 v£V,, 12-0 (8. 5. 8) 
Anjti 3E Hu uin, E) ERE (8.5. 1)— (8. 5. 2 B9 8 PROC OA SC TOUR. 
将 mie, O B AE X555 (8.5. 70 I& AL (8. 5. 8) p, 181A 
Kodu .[ Ee dv Yr E 
>a | v, rdz y, [ nm Saa) | fodz D, 
A, HE v—qu Cr, 5g E X 
1 dq, saz )—| fidr=0 (8. 5.9) 


Sl 
~m gu; , 
D : ra 
2 d, PRASE Jp du du 
=f 
(J 1, 2, erm Me qu 
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TAX TD mn 的 党 微分 廊 程 组 ，{8.5.99 Epke tEn pA S S IR tE 
(8.5.2 51H, Ek FRE IE E REG. 5.7) 4E XLI us Gr. Oo 1 LL IE 


| GG v Go dz-0 — G—L2,  N—D 
t 


F d uy Ge, ORAE AHRR E. e, 00 H975 ER. 


uo 9,0; de= yp,dz o — (j—1,2,-,N —1) (8.5.10) 
i-1 
Low E p (0), AIAR RÈ w0) ET 
$1 
记 
u$) (nu). ga CE). nmm dya EOT 
ray (V fes. » pidr, e « | fex-dz Y 
= Ẹ ~a D Jn 
并 用 到, M ERN- D X ON — D Bir RTHC. IEEE $ da 3 SHon3E e MS 
dq, do, 
Jii pas rei 


TARK, EE E 而 里 它 信 还 是 正定 的 , aiit u 有 


UN: ME: po Pu KE x. p, dz 


zi (28) dac 
(Mus t) = Z, pipia uus |. (Ere 639 
J=] 
-| ò tdr>0 
PLHP K, M, (8. 5. 00 RF ELS RRA 
WT Ke =f . (8. 5.11) 
RE H.E (8. 5. 10) yR HT EL'ES n 3 BE JE XC 
Mut ux (8. 5. 12) 


" ei 1 T 

X iut —2(0, 一人 pz |, ead, Eas a Pea- dz) ` 
TE. AR mwi Ri UU T a (8.5.1) —(8. 5. 30 $8 (E OU RES ELE 
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组 的 切 值 问题 13. 5.11), (8. 5.12), (8.5. 11) M ARTA RI 
A i SB 


* dq, dy; l 1 
jn dx dr du h; 


dq. gii f AP i gar 1 
| dr dx "gr mee CM (= d im hh, 


= 
- 


f ŽE: iPada n Hij >l 时 
NE (8.5.13) 


1 
| pide = is "h.n Bau) 
x 3 
1 1 t 1 
[ Q9; iude -— hu, | QQ, dx —— hu 
= 自 6 ü 6 
l1 
V | e gds—0, 4 ji— j> B4 


TERNE 


E E" E (8.5.14) 


2G hi A; 
1 "n e : " 
M=- E a : (8, 5. 15) 


hy cn 
PERUI, GA. Ee, HD hh i . W[(8.5. 14), (8. 5.15) 中 


的 K, M: 
K= (21—00) /h, M=ħ (I +0)}/6 (8. 5. 16) 
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| u = NS (8. 5. 17) 
"让 
E T 


K PARAE ERE. M 称 为 质量 算 阵 . 

以 下 订 论 用 常 微分 方程 近似 解法 求解 (8.5.11), (8.5.12)， 最 简单 的 解 
Hie RAAG, 时 间 步 长 At 也 得 拓 当 小 ， 以 保证 解 是 稳定 的 .通常 
WIS FH. PRHE EL EEE ao E. 


假定 在 At 的 时 间 和 间距 内 ， 5 的 值 随 叶 间 1 线性 变化 , 积分 后 则 有 


traia t inia At. (8.5.18) 
把 此 式 改 写成 为 
IF =f + Geh [i-a T (8, 5. 181) 


并 将 48.5. 18) ARA (8.5. 11), REAUT ELIT COE HR ZI 
(Kx Ye = 六 全 a QU (8. 5.19) 
M8. 8. 19) s n jn, 如 果 在 时 刻 t-A du, Lo UE CL fig. Ri Gr, 可 由 
AM Rua (8.5.10) REL, HFE E 1 一 At， 由 初 值 条 件 (8.5. 122 5 


le, EEO, iT ORALARI (8.5. 11), MM 
da — Ui= Nom 
MURAT K iui tf (8. 5. 20) 


求解 出 来 ， 这 样 , 我 们 就 可 以 逐 层 求 得 相应 前 tu}, Hof, 
对 十 dE ah T BEES Er IRL M 
Fu Fu 
ORGAN D, Oxel, 0t 


utx,0)—g ix). 0. 0)—y(nD, rl, (8. 5.21) 


ut, t) 2ut1, t) 20, 0-1 
JE AE T DA UNDE DU d AREE x REBRE ADAE 
二 阶 常 微分 方程 组 前 初 值 问题 ; 
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(8.5.22Y 


Am 


“j i r 
ppdr, J: qupadg, *«*, [ $9w-da) (8.5, 23* 
^n 


ý= (T voxdz | poda, . | porade] 
后 再 用 逐步 积分 法 即 可 求 得 (8. 5. 220 oU A 


88-6 有 限 元 法 的 特点 

在 这 一 言 中 ， 我 们 简略 地 把 有 限 元 法 的 特点 与 有 限 差 分 续 作 
一 对 照 和 比较 ,概述 如 下 

1 有 限 元 法 是 以 变 分 愿 理 为 基础 . 它 把 问题 转化 为 一 个 变 分 
问题 , BILE ERGK BEIB IR] RE, Pea SE YE f3 DR 3 2c PU Pru AE p. E aiit 
fé ER C, nC CE AH RAAM SR ELE. 然而 有 限 差 分 法 要 从 物理 
EOE FI HA MRM HEMERT, AU ei fe EE ERA XE T IA AR 
16. 481828 2r DR cRIBAE. OA PA EER Z, H Rci aA 
HRA 26 ARANHA, 利用 变 分 原理 , ETA teab 91]. 
出 讨 算 格式 , 不 此 把 问题 归结 为 微分 方程 这 -中 间 FER, K ih 
理 的 方法 往往 具有 明确 的 物理 意 闵 . 

2 有 限 元 法 中 , 最 终 求 解 的 是 多 元 二 次 泛 轩 的 极 值 方程 ， 旭 
有 和 恨 元 方程 ， 因 此 它 的 系数 兴隆 总 是 对 称 的 ， 对 于 正定 的 变 分 问 
是 ,有限 元 离散 化 后 还 保持 了 正定 性 , ITE ADS D Br IURE 
能 达到 ， 有 限 匹 法 的 系数 息 阵 是 稀 硫 的 ， 差 分 法 中 也 县 有 这 -一 镍 
性 ,这 是 -一 者 的 共同 竺 忻 . 

3 和 右 限 鞠 分 法 比较 ,有 限 泡 法 由 于 结 点 配置 的 方式 比较 H: 
意 , 因此, 对 于 复杂 形状 的 物体 ， 可 以 使 边界 结 忆 完全 落 在 区 域 的 
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XL VM zx RR LAE RAAE 对 于 由 儿 种 材料 组 合成 的 
物体 , 也 可 以 将 一 部 分 结 点 直接 归 在 分 界面 上 使 能 得 到 较 好 处 型 ; 
同时 还 可 以 根据 实际 需要 , 在 一 部 分 求 钙 区 域 中 (例如 温度 梯 论 变 
化 较 太 处 ) 辽 置 较 密 集 的 结 点 , 而 在 男 一 部 分 求解 区 域 中 配置 较 稀 
酸 的 结 点 ， 使 得 在 不 过 分 增加 计算 工作 旦 的 前 提 下 比较 有 效 地 所 
高 计算 的 精确 率 ， 这 些 ， 对 于 采用 意 交 陪 格 的 有 限 疫 分 法 均 是 难 
以 实现 的 . 

4 ”有限 元 法 的 各 个 环节 ,如 区域 重庆 分 , 插值 函数 的 产生 , 单 
元 刚度 分 析 , 方程 组 的 解 算 等 竺 ,在 程序 实现 中 都 便于 标准 化 ， 宇 
PATER 8 STR, 不 论 几 何 形状 和 物理 参数 如 何 分 布 , 以 及 不 
ii] frt des fL e, 邦 可 用 同一 标准 程序 对 付 , 只 需 礁 备 最 低 限度 的 有 
关 部 分 的 几 和 辣 及 物理 参数 信息 即 可 解 题 ， 这样 可 大 大 缩短 解 题 的 
周期 . 

5 有 有限 元 法 是 用 统一 的 观点 对 区 域内 结 点 和 边界 结 点 列 计 
委 后 式 ， 这 就 克服 了 有 限 差分 法 匆 立 地 对 微分 方 积 及 定 解 条 件 分 
SIDE ed o Ss, fi de doo o d RE E SS HEER x 

6 在 有 有 限 元 法 的 执行 过 程 中 , peA EBAR, 3E 
本 上 是 同等 对 待 的 , 即 按照 可 以 设想 的 最 一 般 情 况 来 处 理 ， 央 此 ， 
对 规则 芝 域 或 常 系数 方程 特 较 简单 的 问题 ， 用 有 限 元 丘 的 解 题 效 
下 其 宇 会 比 有 限 差 分 法 为 低 ， 这 时 用 有 有 限 差分 法 求解 是 比较 适宜 
角 ， 但 是 , 随 普 问 题 在 此 休 上 及 物理 上 的 复杂 程度 的 增 襄 , 其 优点 
PE RE 了. 

节 后 达 须 指出 , 有 些 问 题目 前 虽然 还 不 能 用 有 限 元 站 求解 , 采 
S cR S EU ARTDUOR HEUS. 


SAX J oz 
MEC ETE EE EE XACIOE: 
271-5 


> 
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Fu Fu 
TuT 0, Qel, yAn 


村 | -= =y) zey HI y-3 770, Dr, yslm 


ul y-,— sinz, s Ece so 
的 有 限 元 方程 , 取 hi 并 且 计 算出 有 限 元 近似 解 。 
2 试 建 立 宾 松 方 程 第 三 这 值 癌 题 


Fy x " 
gp 034: 10. ER 


[ze] 
等 价 的 变 分 问题 : wcoM, 使 得 
Fiu]- (La 2) + 3) + fu dady | | Low vu ds 


= min 
3* Wi € TUE A F e Ao 
Ju gu 
TaT al Ot 


to =r l-r, Dr] 
&(0, 2) =u Cl, £2 —0, 0E 


的 有 限 元 方程 , 取 一 二， 从 = 并 玉 计 算出 有 限 元 数值 近似 解 。 


4* iA foro e epe 7; F8 ido A 81 


au Ji A : 
32 t roy "ap sj. (m p EQ 


du 


型 | 六 一 一 | =0 
pel 


(D 


等 价 的 变 分 问题 : uEHSGO, (618 


rE e HEY etr tn 


— min 


其 中 Hi dem t Yr S 36. CERA EA DIR, BLANC A E 


du 
全 一 一 心 ， 
u|- A 
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第 九 章 ”二 阶 线性 偏 微分 方程 的 分 类 
标准 形式 


第 一 章 里 推导 出 了 三 种 形式 的 二 阶 偏 微 分 方程 
u,,—8 4,,—0 
U a uzg Ü 
Uss Uy 0 或 Uss t Uyy = pr, y) 
前 两 种 方程 的 物理 过 程 部 出 两 个 因素 ARJ H EAEE E TAE 
的 , 第 三 种 方程 所 描述 的 物理 过 程 是 与 时 间 无 甘 的 ,仅仅 取决 定 于 
点 的 位 置 ， 若 将 上 述 方程 中 特 变 量 都 换 成 c.g, 则 得 出 


urs a s, = 0 (D 
Ue — a uy 2 0 (I1) 
Way F Hyg = 0 或 Vr Tus = Pir, y) (IIE) 


He RITE HB ERRED OD, (UID) 都 具有 特点 : OEL Ea 
微分 方程 , (2) (0D, CD 部 含有 对 z, y Aima maDpA 
含有 对 # 的 二 阶 偏 导数 ，(3) 项 wyy 前 掉 的 正 负 号 是 不 同 的 , (OD. 
OD, UDRH D —282; EUREN, 代表 着 二 阶 偏 微分 方程 的 三 种 
不 同类 型 . 为 此 , 我 们 讨论 普 明 的 二 阶 线性 篇 微 分 方程 : 
Atze t 2Bu, -Cu,,— Du, Eu, t Fu G—0 

”说 明 二 阶 偶 微 分 方程 分 类 的 依据 ， 以 及 化 简 的 方法 . 这 里 4, B, 

C, D, E, F, G 都 是 x,8 Em ER, 


89-1. SMRAD 2j E389 2328 
1 特征 方程 ,特征 线 
设 有 二 阶 线性 偏 微 分 方程 
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Au,.— Bury CR Da, Eu, Fu G- 0 (8.1. 1) 
Fi A, B,C, D, E, F, G plt v, y jp ug Er. PEA A iy dc ue uen 
E= Elar, y), n-ux. y) (9. 1. 2) 
lif ux, 9) 26 DO OLD. Mm E 
Ur = WE, ups y= wie oun, 
Urr ™ Ur H Ug Na Uge T ub. d ne. 
Uey Haie S. cc Ue C npa Bun sunu uie my T Ma ry 
Ur, = Uy AS d Zu Ey 十 uuum | Wilyy ug, 
(9. 1. 35 
如 将 这 些 老 达 式 伐 和 人 (9.1 1 中 , 则 得 出 二 阶 偏 微分 方程 
Anee 2Bus -Ou Da Bau, -FE=0 (9. 1. 45 
ABER AE£EkTtUS,dC" 
AE -3B£L.E,- CE 
B -445,9,—- B(CE y - 5n s Cm, 
Ü= An, 2zBnagn Cy 


D- AEs | 2Bé t OE i DE cE, iea 
E-- Aner | 2Bn,, 4-0», Dy, En, 
F—F,ü-—G 
MEER. 1. 5) RTELOH 要 op, 0 GX iC D 是- 
Er fra or 2; Tr 
AŻ: -2BZ,Z2,-CZ.-—0 (23.1. 5 


Bo Re Cp, y) Ea Cr 30 ERRER RIREO, WAFER. 1. A)R 
SERAS. 因此， 简化 方程 (9. 工 本 与 求解 方程 (9. 1. 6E S 


HA, met. 我 们 容易 验证 AiR plt, y) — c0 pir 6X 
Ab ar Jr TU 
Ady —2Bdrdy -- Odz* —0 (9.1. 7) 


的 -能 积分 ， 则 Z= plr, pCR Z= yz, 0) MIR EL. Y. Er 
HR EZTIA. Pk, Mem esp — — t, dct. 
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大 (9.1.7) 后 ; 就 得 出 


(gi ( 
aj ZE) 28( ge)+ c -A tp ps 0 


JR Ap? - 289,9, C92 —0, 故 得 证 明 ， 反 之 , (RTR. 
Tr, 我 们 称 常 微分 方程 (9.1. 7? 为 (9.1. 1) 的 特征 方 宪 , 其 一 
般 积 分 称 为 (9.1. 1) 的 特征 线 ， 


2 方程 分 类 
现在 我 们 把 特征 方程 (39. 1. 了 7) 分 解 为 两 个 方程 
WY BivB TAC YT =AC (9. L. 8) 
dy __ B-V BAC 
dc A 
此 处 要 号 内 的 式 子 的 符号 可 用 来 确定 方程 (9.1. 1) 的 类 型 , 其 方法 
An P: EEM AAE, B — ACHO, 此 时 有 两 族 互 异 实 的 特征 线 ， 开 
术 称 方程 (9.], D RT 33 HB E; t M Ex b, B^ — AC «O0, 此 时 我 们 
此 三 两 族 互 寞 虚 的 特征 线 , BOR TER TRC.l DETREI: vix 
形 点 处 ,五 — AC — 0, 此 时 有 两 族 彼 此 相 重 合 的 特征 线 ， 部 末 称 方 
程 (9.1. 1) 属于 抛物 型 . 
35b, M SX AS | 
— AC — (B' — AC) (£a, — £p)" (9. 1. 10) 
"Jn. 方程 的 类 型 在 可 首 的 变 盖 变 搞 之 下 是 不 变 的 . 
需要 福 意 , 上 述 分 类 是 针对 区 域 中 的 每 一 个 点 而 论 的 ， 因 此 ， 
就 整个 区 域 中 的 点 而 言 , 方程 可 能 是 属于 同一 类 型 , db «DT RE aoi 
于 问 一 类 型 . 
Pl WADA 
中 一 和 (9. 1. 1i) 
4,—852,,70 (0720) (9.1. 12) 
"272* 
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Ure Ugy yy PCr, y) (9.1. 137 
fip EHyzE SC, 显然 , 方程 (9. 1. 11) 属 于 双 曲 型 方程 (9.1. 12) 属 
于 抛物 型 ,方程 (9.1. 13) Fg F A IRL, 
例 2 BADHE 
Ytirr l Hg = Ô (9. 1. 14) 
容易 看 出 ,在 8>0 的 区 域内 , 它 是 属于 椭圆 型 ; 存 y 的 区 域内 . 
它 是 属于 冯 则 型 ;在 #3=0 的 直线 圭 , cb FERAI. BOULE RR 
THEY O 00 为 其 内 部 的 任何 区 域 上 , 它 都 属于 三 种 类 型 ， 上 邦 称 己 
为 混合 型 ， 


§ 9-2 二 阶 线性 偏 微分 方程 化 为 标准 形式 
设 在 所 研究 的 区 玻 上 ， 方 程 人 9.1.11) 是 属 王 同 一 娄 瑾 的 ， 现 
在 按照 方程 的 类 型 来 讨论 化 篇 癌 题 . 


1 双 曲 型 方程 , 即 B/— AC —0 


此 时 党 微分 方程 (9. 1.8), (9.1. 的 右 端 是 两 个 相 异 的 实 值 师 
数 , 从 而 有 两 族 线 性 无 关 的 实 特征 线 ec, g) =e *3 On 3 — 0, A7 


SP, y). =p ie, 9) (9. 2.1) 
因而 4-0, € —0, 此 时 方程 (9.1. 1) 变 成 为 
ert FH [LD + Bu,+ Fa 0]—0 (8. 2. 2): 


例如 , 53:35 231 75 f u,,— A use — 0, 它 的 特征 方程 
dz dro 
di i dé 
其 一 般 积 分 分 别 为 f= 二 2# 二 cl,w 一 一 qt 十 ct:。 同 而 特征 线 为 
piz, à)—z—af-o, Pir, t)=rtat= ce, 


— a 


E 
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-getak 
du EIE 
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£o x—ai, mn 
EAE HALE dz 7; fela 


"LI 

ibE que sS4-1:548 xpi 557; CA. LL 1 的 初始 值 问题 ， 如 
IHE Bj 93x dz) 75 fe 19 72 S 与 刚才 过 论 过 的 比较 
英 的 特征 线 4 一 gt 一 0 5 et at= ce: BrikERS SED 


t H E 
讨论 过 LEES 
出 , JEDESEFE HEBR CA. L D IE A BOUE c ARO V MEER PE 


i—mcr—at,g9-rzcrat 
理论 根据 所 在 


真 而 才 把 牙 握 动 方程 化 简 得 茎 简单 区 容易 求 出 和 解 来 .这 种 沿 特征 
线 族 作 替换 化 简 微 分 方程 的 方法 答 好 是 8 4-1 RIER 1. 引 ) 的 
ie . 


(9. 2.2) 式 是 双 曲 型 方程 的 第 一 种 标准 形式 


E atp, n=a— P 
这 里 &, 记 是 引入 的 新 变量 , 于 是 有 


， 如 令 
(8. 2. 3) 
_1 1 (us — tgo) 
Vi =- C uat Hg), us — y CI t), LIT A Wo LT: 
以 此 式 代 人 (9. 2. 2) 式 , 得 出 
aun E 


5 TEE dem 


2F 20 1 

B Eu, Su 2g |-o 

(9. 2.4) 式 十 双 曲 型 方程 的 第 二 种 标准 形式 
变换 


(9. 2. 4) 
如 方程 (9. 2. 2) rp s c Po Io TEIG. ETE EE C9 2. 2 5 SLATE E 
由 于 


ucé, n) — o(&, me 


zh 


B, 
2B 


(9.2.5) 
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i E. E, ; Eo 5b 

He 2B 2 ce 2n'7"ya' 

B ^ 
: Ü Es Bs 

Ha =- C, — — z e iH E 

(0, 

Huge e 2 sO, 十 志方 有 的 je ig^ EN 
| von 2B 2B " 28 2B ) 


1$(9. 2. 5), (9. 2. €f CA 35 PE (9. 2. 2) 式 ， ERU 


8 LE 


on Eu - Poja T3 speri z5" =0 (9.2.7) 
2 POE hs 
此 时 常 微分 方程 (9. L8 (9. 1, 9) i25 


d B E 
de A A 
Fri A Eg FUR — RHEE plr 3) 0, 4 
£-—q9(z,y), n—wy(z, y) (9. 2. 8) 
Jo plr. 所 是 与 eG, 4) E PEJXLOS LEER ERU, 因而 恒 有 
A--0, B—0 


这 里 已 应 用 条 和 件 B—/ 40， 因此， 方程 (9.1. 1) 化 成 为 抛物 型 的 
标准 形式 


uo BL Du Bo + But OJ==0 (8.2.9) 


3 AEA, Bl B^ — AC —0 

此 时 方程 439.1.8) 与 49.1. 88m bz EI. ABE plr y =e 
A&O.1.8)09 44 Ex fg, MEA etr, g) =e JREAA2S (9.1.9) 
PHARE Ibir plz, p =e 与 or pe ENARE RHE 
特征 线 . 令 


&£cg(z,9),9— 9* x, y) (3.2. 10) 
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因而 4-—0,€-—0,MX mJ; £40.1I. D fe p Xj 
us tL [Het Eu, + Fu--0]—0 (9.2.11) 
2B 
xx Ul. £5 Re C R, MAA £2 (9. 2. AIO) [5] FC9. 2. 2). 


Ji f£ C9. 2. IDAM Ae ci fm o 2 A FE. 使 用 起 米 是 小 方便 的 ， 
rc dE 1S LAGER S8 E 


pope pr T (9.2.12) 
Y ži A—C, B=0, 7; O. 2. 11) 化 成 为 
aa Hti + TEC EE Dus 4 i (E — Du, - 2Pu4 26] 0 


(9. 2. 13) 
Jc FE 09 2; EIE REIR 77 FR HR RES 
如 方程 (9.2. 13) rP GR HC 2o ERIA A EA 


ula, B) — ola, pe it eo (H.] — (9.2.14) 
由 于 
uo Pib, Ye 98] 
uo (o, 4 Po y HO 
ies ( 0a D, GL o je HEA «C350 
u= onmi E Da, E o je (yasi (52 257 


(9. 2. 15) 
把 它们 代入 方程 (9. 2. 13) rp, 整理 后 得 出 


2F  (D-EY | (E—DY 
ose 二 oo 十 ( A 4 À* 十 "VE je 
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zi FEE PEN 
+ 


-D 
4 5]2o (9,2. 18) 


显然 ,方程 (9. 2. 16) EE (9. 2. 11) Ej (9. 2. 13) E (fj 3f. 

总 之 ， 当 已 知 一 个 二 阶 线 性 偏 微 分 方程 之 后 ， 以 判别 式 B 一 
AC 的 符号 可 判断 出 方程 或 是 双 昌 型 ,或 是 扫 物 型 , 或 是 椭圆 型 , 然 
后 分 别 把 它们 化 成 为 标准 形式 ， 由 于 标 淮 形式 方程 肌 比 原来 方程 
简单 得 多 , 讨论 起 来 就 会 方便 些 ， 因 此 ,很 自然 我 们 不 去 讨论 一 般 
二 阶 线 性 偏 微 分 方程 , 只 去 过 论 它 的 标准 形式 方程 . 

Bii 将 方程 Urr t Auer 十 Su 十 2 十 2 一 0 化 为 标准 形式 . 

f^ 4—1,B—2,C—5, B'— 40—4—5-— —1-«0, H E X) RT 


W, 特征 方程 为 dy'— 4drdy 4 5dx'— 0, m2) —4(%)+5= 0, 


从 而 
dy 2X4—1-5 ,,; 
dz i 2 十 + 
EER y— (24 i1)x—6,g9—(2—i):—c, EER 
&7y—2z, gn—z 
Mi uz, y) PEIUS uC, n), HAREA AR A, 得 出 


Pu Qu Iu Pu Qu Pu 
dr? JE — 3£23q an:’ ay 
Q'u Qu, Du 
orgy dE PEJN 

将 上 述 求 导 结 果 代 入 原 方 程 , 得 出 


JF u Fu Fu Ju, Fuy 
T Lil. mE d TN IN 
JE Em aw! 2 q E " 255) 
FU ou ,cu,.oÁ 
二 53 一 2 了 十 天 4 23E 一 0 
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s RR F4 HU RATER RRES 
guo dono 
例 2 HHE ud yu—0 化 为 标准 形式 
解 d—1,B— 0,C 一 y, B? — AC — — y. 
(1) 90, 方程 为 三 圆 型 ， 特 征 方程 W+ =O, (y 
= — y, 从 而 
Td Y, B Ly 


— OR LR 
ESIN 9, n—z 

从 而 uz, 2) 84025 u(£, 起 ， 利 用 复合 函数 求 导 法 , 得 出 
du du du du 2 


or Ow Jy JE’ 
Fu du Q'u 2'u4 Q9u4 
o dm” By’ BET E DE ET 
将 上 述 求 导 结 果 民 人 人 原 方 程 , (LIH 
Tu Edu 4 3u 4 
as tot ea: i) 


SE PEG fa UL D 35 mE EA 
UN 
J4" £ JÉ 


(2) y=0, "onis 方程 标准 形式 为 8 一 0， 


(3) y«0, 方程 为 双 曲 型 ， 特 征 方程 dy’ +yd?=0, 2631 
一 一 所 从 而 
ar T 
特征 线 为 2v 一 y 一 +=c， 2«-—g]--z-—v, 作 变 换 
é=x—2v —y, n—-zd24—y 
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Ati ur, y) eA aln, AARS ESO ERE, IS IU 
du du ðu gu , 1 Ju X 1 . Qu 
ax oi Iy Jy  —g JE s y J) 
Fu Fu u ay 
dx JE “Jian Jn? 


3u J3'u — 123'uw 2 ðu 1l diu Ju 1 du 

dy y o£ y Ign y am TU —g96£ 2y 一 on 
将 上 求 民 钴 果 代 人 人 原 方 程 , 得 出 

J u du 1 u 2 Fu 1 3?« 

JÉT | — E dion y ar 


整理 后 得 出 双 上 曲 型 方程 第 一 种 标准 形式 


Pu 1 2v — 1 gu. 
dégg 2(g—£»)235$ 2(n—£) ðn 


再 令 (9, 2. 3) 式 变换 : 
£—arf, n-a—f 


Tre S nmi 
m rus m Bei 
2E 2429a 3B/ an 242a 23fÉ/ 23y 4de JP 
Be a 
1 u ou I du, du gu 
I -5e) t5 B) zlat 5- 4 一 Te Hox] 
-Ü 


A& EI S HP EHONC N T ER LAR EEA 


第 刀 意 J 题 


1 试 确定 下 列 的 方程 中 , 何者 为 双 曲 型 , 何者 为 描 物 型 , 何者 为 槛 圆 型 . 
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{1) 7 Hrg duy =) (2) dUu..d-ZU.gd- yp = 
(3) Augs Tig Suy, —O (4) Liga T dug uy 
(5) O uar yO 


2 dpi Er. x5 gy BihAlER. 2; E R, p, a ar 


型. 
CI) zu. Xu. gyus,—0 (2) u,,-—4uy, H i 二 
(3) u,,-xguy,—0 (4) gyM,,— xu, HEr d yu; —0 
(5 "ru dr Gc y) tyy =t (6) g^u,, lr] uu — 0 


(7) z'u.—3 uyy = Ü 
3 MAH TAD EIE A mE E. 
(1) u,.-25u,,— 3uyy-1- 2u, t 6u, 一 站 
(2) z*u,,——2xyn,, d Y ugy =i 
(3) Yure Uy 
(49 OA ter OO gy) Uyy tH ru, e guy —0 
(5) u,,--2eogr-W,y— 1S sin a) uy — iu, —0 
(6) (tg'a)u,, — (2gytgz)u,, H ^u, ,4- CERT) u, —0 
4* Wok 5 
use 十 gazz 十 元 一 0 {y0} 
的 解 。 恤 定 它 的 数值 在 正 半 轴 Ox 以 及 特征 线 工 :4 一 2 一 g 一 0( 如 图 ) 上 是 


Eg: wis, 六 | =p le), uq | = pa), ifi B. p (0) =p Q). 


第 4 题 便 


283-7 


振动 论坛 http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 


第 一 章 答 £ 
4 MINA —u —0, 初始 条 件 : v =b, 
. xmp w= Pep 
eu - - TUE 
2i - 一 osim 一 一。 
S 边界 条 件 : “|  -€| —o wen 
— Orah 
uj -| b 3 2 =V 
”tp bai ” ha 
b—1 
€ EENES 
Zu gue m d equ Or, Ot 
Jgt* a po. 7 ib 
44A M gu . mr 
= d- 一 一 一 一 一 = —— 
g ap "(s 2): ala mg 
u ——u zzi) 
让 一 日 zwi 
7 EER: w| 一 bt， u|  —0, u| 一 小 
Fr y= f= 
.m Ju 3* du Q 
8 pose ai v o y EE — Ya - 
NF a'r 定 解 条 件 : = pu. 0, 
Dx co,0« d. 
l 2u! , | 
9 边界 条 件 :22 I| =o 初始 条 件 :2 =p). 
em zc [muU 
10 RERNE =a petr, kc. 
11 边界 条 年 - PALA «o | 名 于 kr | =i 
2x E£xDc ay -D1u 


Ju 


初始 条 件 ， uj —rgG-m (ya), FH) o. hk ARR 


12 ARA tk: ut, y) = ula, y) —u(z, b) —0, 
* 284°’ 


振动 论坛 http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 


iE pugne 
a 4 
ü 3 
ux, 0) — 4k Qoa 
4k — Il , aLa 


方程 :arr 十 ur 一 0 或 ou. Eup =g ie, gy). 


13 BRES ulr, D, r=v ay. ganra Zoef 


"TERT 


e fef ok A bg r, 9 FORES =a (2L Ale. Ei ut;8 
l 
T 


gr* r ər a 
EX, 所 以 温度 分 布 Gr, OD m ae au 2 
at gri er 


第 二 章 X £ 

8 并  (2n—i)xab . (2n— mx 

1 = 0 LAWTE SIN An O O mut MEM 
(I) wiz, E) ari aija” i sin 1 
1 1 

Mum n-- — |znt 及 十 一 hrg 

(2) "ur, TE E a a 
i aco(n4-- [ ; 


(3) utr, i2 — cost sin € 


ads: n ER D ret T (2n—1»:-cx 
go“ E 


"cei 


2 utr, i) TOF Ko D: coz (2n — 1) z- 50-1 


"n-i 


— Á— c € ar "SN. fi Z 
Gn D *x*50 sin (Zn —1)r-50 i} sin (2p— l)re 


o 


8 ul De Eri sin Brt D sat, Gn EDT 
=Ü 


4 SEM HE: uO, t) —u(L 0 —0, 
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SN paac? 

uig, D) = 

Zhe a), Lael, 
T. Occa«cl[4 

u (æ, 0) =) h LA 3L A 
áh 


qm, 3l/4- xl 


uir, t) = > (a. — t Jain t 


l 
n=] 
"LEE ， LU. 
Am üs es ;sin^7- |- | Dr RE & —0, 1, 2, 7^. 
Bhi *-1 nr Ba BRE ole 
inte ies b C ) m —' am E4120 | 


-z2Zk--1, Kk -—0, 1 A, Ut 


5 (1) uix, £) — RT TA T (Qa) C7 1) *- 2) sinnsat sinnena 


"1-1 
(2) atz, Ł) = jp ^" lcosmaat4- 
m-—1 


18 
(px)'a 


十 [1—(—1)"Jsinnzat l sinna 


. 2 xl - 
(3) uiz, D= esat sina DTZ A2[ (71) -1] 
位 一 站 


+ (—1}*+ {na} [sinnat &iIn TI 


(4) uta, t 一 p TIL (= 二 人 


.(—1)7^7! cos ER Lat sig En m Lu 


6 (1) u(z, iD S ess (1— eos Tt sin Liu. 


za nCi^--n*mz* i H 
=1 


= 286" 
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LS 0-7 有 uy Ji 


zt 2 
iii sco (n--3- 


(a+ ze 


ł 
(3) sa £) V (z, OHW. Ep W Gr) — B(x— D+ €, 
1 
n+ 二] 


nd rat ( esr 
s ( 2 i fs 
V iz, t) 2 9,0083— p —e08 T) — tari > ( i y 


* Sin 


(s + i) zat Ç + 7) wE 
|: 一 eos —— M 


f 


1 
.一 了 | (C—W (2)) ta 


(nr) 
一 = i hsinxeoas L4 di 


EN Ë 1 u rod nmm 
(4) ur, oce E Jes i ? 其 中 


了 - int(1 ca) cos m da, n=0, 1, 2, a 
Ja 


7 ul, )-VG, DHW, D. Ep W (a, 1) — sino, 


. 2c ÀI — (--1)" -REGi . KIEF 


52-1 
20» AI —1)* — PEE 
一 -一 一 一 sina 
T az > (58s A )) ini 


一 (sin 


nrak] . nrz 
i 各 于 
E (1) uiz, t) =V (iz, 0 --W Cx), H p 


üt 天 十 Asunt (—1)"—h 

u Ashi nz(—1)"*! ( ) 

"me ER ICry D EE E 
LES 
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narai . nag 
sin 


bam F 


(2) uiz. t) — (1— zt) 人 ai 机 A 学 


(3) uz, t) — 


Ls — f," Ceosnscat — 1) sin mora, 


-T—1 


fa e ur I 


RIS i i .rizm—-i11ra 下 (2 —1) 
9 utri)-92*5 S 01 pl Bin 2 iid. 
er INE" 
Tex 
1 dr 一 I -[gs-iaa]'t., (2n— Dc 
10 uir, Lx xr > n- p t * gy 一 一 一 一 
li uix E) = a [c 1)** Ecos 7. |e "E "sin T 
E m P i 


12. uis 0) =V (z, 0 --W(z, D. dp W Gy D —D 0G) —- n OO JEH 
B CO, V Gs, 四) 为 下 述 定 解 问题 的 解 : 


F= Fz tfi D, fi 0-—[nOO —ul (15 — iQ) 


VG, 0) — 4G), $(z) —Q(z) — W (z, 0) 
V (0, 0) —V(E, 1) = 


[7] 
13 (D uz, 2) L(2C- D 1 — decim sina 


"zi 
Q) wa 0- v Bs E 5 


Ar1ld4. 


o AI Ht : 
14 (1) ux, Je a aem E 一 中 MEL 


ATM Ol "(Uem j'.a iu n 1)nw 
T 全 i since 
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(2) utr, t) =F Gr, 0 + W (Gr). 
其 中 Wn) = ete 5| 


V (zx, t£) =e" asing 


exi ZA C-D*—1, (—1^ «m D 


aata" n "n 


T [1— (—1)*e-**] fe" sinnz 


A" 
z^ ra 
l5 dE 3 MË H uie, D-—e UV (x, t). 

16 uz, O =V (T, 2 +W æ). 3m W (2) = an) F tti TAV (x, 1) 


为 下 述 定 解 问 题 的 解 : 
F= ob fis, t) 
je 0) =g W x) 
Vo t£) zV (E, 0) —0 
者 gr), au it 都 取 零 时 . AEE CIS] RR BO Re potrt. 
17 ulr, t) =V ix, +W, t£). Hn 


W (z, 1) = p ECE, mi V, 05 FXR E ESL AE 


Vir 0) =p kr), Pix) =p) —W (x. 0) 


F= ky, ft), f(m)-—fG D—W.,(z, t) 
re E) =F {E i) =0 


rH EP LE üntsgl 
t8 ua, 1) = LE e P ain E al, T ui 
n* i 9 i 
2354'x1 rz 一 + 加 二 二 
-Że no inta e E sip E 


Eu LEN 


19 uig, D —10— LL 于 DG 到 一 把- 一 Ex 


"n-i 
20 
sSh(2k—1) pa t 


gar 1 b. Qk—Day 
(1) wx, 9) = ————————— g&in 2— He. 
LN Gk D>?  an(2k—1) n2 b 
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E ah (2k 一 Da E 

& AD: 1 bo. (2k—1)my 

(2) uig, y) e > 一 一 3- 一 一 一 一 一 一 
| 


GE D as QR D a i 
b—y 
- shk 58 
& B k a kk 
pis si 
a rcc hk x b 


Abr «—AZ2AbB(—10)"*—1) are nay 
(3) ula, D= a D AE shy mcos g" 
d b 


21 ÆDES 
ÅU Hy r t yy = U 
dem y) = uin, y) = d Qerar 
uis, b) —0, u(z, 0) =f u h. aj4cz«3a/4 
T aa), 3a/4« rca 
gf IS 20 Rd. 
22 定 解 问题 为 
Aucu,, yy 0 
" (6, y) =t (a. g) zm 
tiz, 0)—T, ux, b) 一 心 
HE uiz, y) =T(1— $y). 
23 ZEHRA 
kas nL 2u ] Sw 


ap pop pio 
ua, D —f(0) nn fn) = rr) 
m u(p, DARE 


0, p>a 


Op (7 ENS ioi EN 
up, 0) -35| fe) p'—2apcos (8 — 9) +a dd 
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24 (1) up =+ Apeosð, (2) wp,0) = A-- L Bpsin£. 


25 utod) Sa p 6 sin TS, an= FO sin P qo 
a 


7:1 


aa — p 


26 wip ® =% m (a, cos n8 b sinn) p". a, AEE E EI 


于 一 1 


a mE j (9) i0 ndi, b, = : NI sin Ra, 


Hua? l 
2T 和 定 解 问题 为 Ag, s H My = 
(9. — m «co 


Ü ; 
xl lU, 076 cur 


EO 
ut p, 的 =F, Ha Maz) si (2n— Det 
td 


28 定 解 癌 题 为 


1 Ju , 1 Ju 
| Aus PT ET ALI 38: =0, 在 环 域内 


-hOG, || — fi. Ca 0 


lu 


miki 
当下 了 时, 变 为 圆 域 上 的 定 解 呵 题 . 

29 B 
I Ju 3. 28 


Au- 
PM —f.(.u -f 
20 B—Ei p-fa 


30 eix, i) VG, pp -W Gr gp, EB Fi, y 2r(0—32), T W (2,1): 
x cn 2D my ain (2n—1)a2x 
W Gr, y) 二 一 a b» a x 


n? (Zn-- 1)*ch (2n-- 1)xb no 
an 2a 


31 ur y)— ign G^ yr R9. 或 


R*— pt 
— IR peos (p— B o 
a 29] e 


P, 6) - — 4p sin 20: —[ Sin29 g — 
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32* EARE A: 


Ju 2*u 1 Ju 
(7^ (Gs Ta) 
" 
a) 2410-01 Lg, CA A NO 


u(O, £D) XE AR m. a(R, t) —0 


- As] Aut ue 
ulo t) —8A TOAUIOS 7 R8 Aida nA JG) =0 FIER. 
n-1 


J, 是 零 阶 Bessel p Er. J, Eir Bessel ER ER. 
33* x ts] RE Du 
] 2u 
2p p 3p gas 
u(p,0)—0,  u(p, h= fio 
u(O, 2) AGE E, w(R, 2) 一 0 
À, 号 ) 


in TEIL a has re (ge 
R 


Ån ne 是 Jo =0 的 正 根 ,是 一 阶 Bessel 的 数 . 


第 三 章 o £ 
m, |A| «a 
Nu 
1 (0) PCD 一 4 到 111-a — TENER E 
0,14A127a 
fna {MR n haria 
(3) COENEN ES T) FON) = VEsin Tari 
n 28 
(4) PUDE 
3 定 解 问题 为 


和 一生 一 二 oo 
0) = Te Tri 

HEH 
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E gat 


uig, t) ee PIBEPE eos A xd Á 
2 


4 定 解 问题 为 


w =a u Ocrc-ToOo-ct 
e 0) z-e*^ 
ul, £j) =Ù 


^W o5 


|. 2e? [* A 
"e D=] um 
5 (1) uig, Ł) = sin 


(2) fT) —z*--1T32a't 


e^ gp ÀAzdA 


uiz, 一 sn 7.* = dr 
4 — utr,q»-—zxy-g0T1 


8 — uor,:3-— 


9* 定 解 癌 题 


| irit 
yaoi. Eri), Ore 405,01 
ap v 
g(x,0) =0, g, Gr. 2) = 
y(0, £) —0, 24 z-— co P yir, OR 5E 
Hoh g Xm dm, w DRA gik EE, di-w KERA 


ro 强人 


gx, t= EC E , P—u 
& 


2a 
l0* 
3] É eo : : 
EPUM n a“ lid Que (—":sinkb,z sinak,t 
E cot ~ El —kia* Bn 
i "n-58 
penti, 加 所 


11 il} wig, D=alat tatt) + Tare tg (z-J-at) —aretg ir—ai)] 


. 293» 
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(2) uiz, D) — asin Bxeosaflt -+ zl teta ehe (xr - at) 


— (x — gi )ehorxr —da£) _ Shoix rat) sho(x- at) | 
m 


12 ux, tf) = [are tg (tetat) —aretg (z—adi ]-+ 


1 p-ECT ad Us Par ] 
e s ——dir—e6 9 ———.dr 
Hiet js 14-c* i E 


13 uz, D= plz at) Epiat) 7- s. " pòde 


14* uis, y, £) —e?3 tagin xsing 


提示 MP us, y, 1) us Gr, 0) eua Cy, D. ior w Gr, D) Lus Gr, 0) 分 别 为 ; 


— f $& f F [n] fli [09 E: 
dA zz e = (ts, yr 
u,(z, 0) 2 sin, (y, 0) — ung 


第 四 章 答 X 
2 2 wis, p= Ta" g*-- cosg- qres-l 


4 . u(z, i) —isinz. 
5 u(r,i)-—mux-rf. 
6* u(xr,gy)—3z*-ry*. 


7+ «" x — 352-0 Bf, uz, 0) 一 于 coszsin3f 当 g— 3i 0 BM, 
1 : 
utr, i) —.,«083f sin. 


8+ ula, p) — [AG — DD -hG--2/—3) 1 Q0). 提示 : 作 和 替换 : 


上 一 站 一 2 一 一 了 十 2 一 六 
9 提示: o 


"A T 7\ 2T 


uir, 0) =p iT), 3250, 0) — y ir} 
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11 uiz, g, z,1)-— itty EHE, 


12 dümn:ftlÉ" NAR Gu, y, 5， =e” "v (a, y, t). 


HIE F £ 
5 ule g) — — ny Gg? i, 
utr, 8, p) = 3r"cos 20-77 
u(r,0) =ar? sb nir, y) —a!— (x*-- gt) 
8 ulm, p=" 7L aretg (=) 


9 (1) GOM; AM, =n In Tur 


THM, Freu 
其 中 于 Cro, 0, M (rp, 218—060, Eir, D OSE) 
如 图 


(2) GM, M.) = (—— TuM, ^ To AI). Qe To Tux 


Hp Mairo 9, qu, Mr. n — 6, Pal, Mir, B, T. ) 


(ose. 0xcpsc3s ) 


第 9 是 图 
由 2955 
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第 六 章 * ox 


1 (2»)35(6.1.8), (6. 1. 14), (6.1, 24) A f, 50 时 就 得 出 差分 方程 ， 
DN IEAdÉ. U,,—0(x-0 40, U,k,—O(z—-X3XD, U,,—-0(gp-03i. 


U, 4 —U, y nini (yA xi, Us, n-i 是 内 结 点 值 ). 


2 


"| 0.40 4-0. 30 +0,20 +0.10 0 


—0.50 1.0000000 1. 0000000 i. 0000000 1.006000000 | 1. 0000000 
— 40.45 0. 2950777 0. 6807313 0. 7799341 0.8214102 | 0. 8332876 
— D. 46 g. 0050000 0.4014280 0.5732515 0.6459460 | 0.6723581 
—0.35 | —0.2454347 0.1754690 0. 3851417 0.4916371 | 0.5223789 
—0.30 | —0. 4014282 90.06000000 J. 2319559 0.2508527 | 0.3874785 


—0.28 | —9. 5040781 | —0.1331088 Q. 1025719 | - 0.2303060 | D. 2705253 
—0. 20 | —0.5732513 | —0.2319564 0. 0000008 0.1313818 | D. 1737240 
—0.15 | —D.5158516 | —0.3030122 | —0. 0774300 ù. 0546183 | 0.0978475 
—0.10 | —0.6489458 | — 0. 3508522 | —0.1313810 0.0000000 | 0. 0435042 
—0.05| —0.66568847 | —0.3784544 | — 9. 1632108 | —0.0328457 | D.0108763 
0.00 | —D.6723588 | —0.3874750 | —0.1737233 | — 0. 0455034 | D. 0000000 
0.05 | —0.68668847 | —0.3784540 | —0.1622100 | — 6.0326457 | 0.0108753 
0.10 | —0.6459458 | —0.3508522 | —40.1313810 0. 0000000 | 0. 0435042 
0.15 | —0. 6198516 | —0.3030120 | —0.0774300 0. 0546183 | 0. 0078475 
0.20 | —60.5732513 | —0.2319565 0.0000001 Q.1313918 | Q. 1737239 
0.25 | —0.5040780 | —0,1331008 0.1022719 0.2303060 | 0. 2706253 
0.30 | —0. 4014282 0. 06D20DOD 0.2515268 0. 3508526 | 0. 3874785 
0.35 | — 0. 2454347 ù. 1754690 0.3881417 0.4016371 | 0. 5225789 


0.40 | 0.0000000 |  0.4014284 |  0.5782515 |  0.6409460 | 0.6723590 
0.45 |  o.3555777 | 06.6807313 | 0.7799341|  0.8214101 | 0.8332876 
0.50 |  1.0005000|  1.0000000 | 1.0000000 |  1.0000000 | 1. 0000000 


iE: 0.40 m ox XX --0.40 5 — 0.40,-, 5588, 
3 (58.1.8), (6. 1. 14D, (6. 1. Z2D LIE £N ELILEU 3E 2 Jp ER. 39 858 B: 
U,,,770(2—9 X1, Uy, a m0 (21D, (—3 Ut dU Uy —0(g —0 


xD, JU 1 n4 — AU s iU a -U v m gr] zD. 
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U (ga d U ornet UL a tU ne AU,— 


l U,, ,—k(3— k), P p=, U o= sin 元、 Diam 0 


3 

0 0. 7011087 ).6000000 '0. 7071058 
0. 1 0. 7390638 0.9528256 0.6619380 
0.2 0. 7730828 0.9106138 0.6205922 
0.3 0. 8105209 0,8732013 0.5329588 
0.4 0. 5473868 0.8296840 0.5483515 
0.5 0. 5834023 0. 8093229 0.516510 
0.6 0.9174832 ` 0. 7815372 0. 4870970 
0.7 0.9486516 0. 7557122 0. 4597981 
D. 8 0.9780365 Q9. 7313010 0,4343226 
0.5 0.99838720 0. 7077980 0.410401G 
1.0 1.016492 0.6847421 0.287783823 
Lt 1.028330 0.8517247 0.3662576 
1.2 1.053005 0.6383785 0.34550492 
1.3 1.032827 0.6143832 0.3256467 
1.4 1.024785 0. 5894635 0.3082190 
1.5 1.009548 D. 5633895 0. 2871775 
1. 0.9859825 0. 5350745 0.2683965. 
1.7 0.9589489 0.5070752 0. 2497585 
t.8 0.919503 0.4765901 0,2312033 
1.9 0.8746996 0. 4444583 0.2126270 
2.0 0. 8226863 0. 4106582 0.1930810 
2.1 0. 7635945 0. 3752056 0.1752240 
2.2 0.6980382 0. 3381521 0.1563242 
2.3 0. 6251185 0.2995824 0.1372550 
2.4 0. 5484258 0.2596125 0.1180401 
2.5 0.4655470 Q. 2183885 0.0885342 
2.8 0.3781567 0.1760732 0.0791215 
2.7 0- 2870230 0.1328534 0.0594506 
2.8 0.19259962 0.0889652 0.0396088 
2.9 0. 095993580 0.0446004 0.0193572 
8.0 0. 0000000 0. 0002000 9.000000 


a 2397 
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i Uf 1—1.0834547, — Uj9—0.7404546, — U1—0.4167881, 


U(3—0.8862576, U153—0.4615758, U = 0.2195909 
fj. U11—1.0834266, U$]—0.74045, U01-—0.4167766,  U(U—0.88625, 
U9—0.40155, Uí2-—0.2196 


— 0. 4615783, U 31—0,2195922 
R8. 450.6036, ,—1.1127662, I 四 一 1.1 


ri Y 


1 —0.4615838, U {t= 0,2195938 
5 ”线性 代数 方程 组 的 形式 为 


4U,, —U,, —U,, 1. p(o, LI 
Uutta |—Uueo us p(o, 1)-3f2 
-Fna  -4Uu-UaA- g a Ji e(1, 3)- ifs 


—U,—U4--4U,— v(1. &) ?(3, 1)— 训 1 


ARBER 
4 —1 —1 9 
-1 4 0 -J 
-l1 0 4 —1 
0 —1 —1 4 
Ayr REEE. 
6 


—1.0834568, U$1]—0.7404706, L1 — 0.4167937, U1!2--0.8862706, 


t 
li 
t 
TÉ 
3r. U[f1-1.0834268, Uie0.7404558, U$1—0.4167908, U11— 0. 8862566, 
Ha 
Li 


0 1.190999 1. 000000 1.000000 1. 000000 
t 1. 651080 1.236220 1.099778 1. 000000 
n 1. 9056232 1.326339 1.163337 1. 000006 
i 1.989427 1.437166 1.185132 1. 000000 
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i 1.506232 1. 386335 1.163337 1. 000000 

E 1. 651080 1. 236220 1.099778 1.004000 

1 1. 169999 1.000000 l.0000600 1. 000800 

T 
+! mE | ge 0 
5 3 

y 
p. 30510223 站 406030 Ù, 4641256 0. 48225842 
8.406803 0.54234040 D. 61823342 0. 6429790 
0. 468548&R 6.6250550 0.7147152 0.7424051 
0. 40058595 98.66554700 0. 7604521 0,7888050 
5.4755828 0, 5341104 Q.T1B5928 0. 7344442 
D, 4235439 0,5647252 Ü. 6260098 ü. 6293759 
t 4190792 0.4225432 0.463507 0. 4720319 


i. c1i3»emmxNG15 —1, EIS 等 等 。 


第 七 章 F R 


o | 0.0900006 | 0.1595599 | 0.2099999 | 0.2400000 | 90.2500000 
1 0.0870900 | 0.1566666 | 0.2066734 | 0.2366675 | 0.266658 
2 | 0.0845080 | 0.1533333 | 0.2033620 | 0.2333378 | 0.2433346 
3 0. 0821842 p. 1500925 0.2000770 9.2320135 Q. 2400043 
4 0.0800670 | 0.1469758 | 0.1368228 | 0.2286970 | 0.2386777 
5 0.0731176 0.142325865 Q. 19336095 0,2223942 Ü. 2333568 
6 | 0.0763066 | 9.1411213 | 0.1904383 | 0.2201060 | 0-230044} 
7 0.0746114 | 0.1283708 | 0.1873151 | 0.2168387 | 0.2269422 
8 0.0730142 | 0.1357253 | 0.1842407 | 0.2135893 | 0.2234540 
9 0.0715011 | 00.1331757 | 0.1812158 | 0.2103669 | 0.2201822 


ib: DRTk EL 5S E, 
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3 (D =Ñ StM BERRA LSL, BRENER: 


h 


Ux ia -- AU, y (1—24À) U, T AU , 


Up o= sin mkh 
DU, om i sm 
(3) 
k| iw 2(8) 30) 4(6) 5 
Jj 
o | o.s098169 | 0.5877852 | 0.8090169 | 0.9518565 | 1.0000000 
1 D. 36405690 b. FUA D.7950301 0. 9357805 0.9835475 
2 | 0.2991755 | 0.5690657 | o0.7832517 | 0.9207677 | 0.9681524 
3 | 0.2943730 | 0.5599307 | 0.7706785 | 0.9059869 | 0.9526110 
4 0. 28206475 0.5509424 D. 7533071 0, 8814435 D.9373190 
5 | 0.2849979 | 0.5420983 | 0.7461243 | 0.8771335 | 0.9222720 
€ | 0.2804230 | 0.5333902 | 0.7241569 | 0.8630532 | 0.9074679 
7 | 0.2759214 | 0.5248338 | 0.7323718 | 00.8491990 | 0.8929007 
& ü. 2714022 0.51640589 0. 7197758 ü. 8355671 0.8735673 
g ü. 2671340 0. 50841190 心 - 5993666 0. 8221540 0.58644640 
1ü J. 26285453 p. 4090525 D. 6881394 ü. 8025550 ü. 8505871 
11 0. 4586265 D. 4919368 Q, 6770930 ü. 7958705 0.83690329 
13 Uu. 2544748 D. 4840399 ü. 654239 ü. 7831941 D. 68234980 
13 ü. 2503899 Ü. 4762693 ü. 6535292 ü. 7706200 0.8102787 
14 0. 2468704 0.458624 t 0. 6430063 D. 7582500 D. 7972716 
LES 0.242415% | v. 4511018 0. 8246522 0-7450785 Ü. 7844735 
EESTIT TIETEET] 
40 BRAMER: Am Lors kh, 


Unga TA (enm (1—2Àe* 3 U, ,-- À (1-4 eTa 


U pomiril- Te) 
U,, ; Un aÀ 
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— Ae978U iV 2444-20 H Ae?) UL yr Apr a y+t 
| - 六 ET —h) U, ,+ 21 Aer U, H Aen IHA Ur,s 
I aX. (1— x) 


Ca, Pi =U y, "LIU 
6 BRSKA: Asi EE, s, — gh, 
Dega ArU kta 0 — 24 U ea HAU eg 
U, o= p LER) 
U, 5U y ,—0 
f: 
SE 19) 2(8) $6) 4G) | 5 
j 
0.0900000 |  0.1599309 |  0.2099599 |  0.2399999 | 0.2500000 
0.0900000 |  0.1599995 |  0.2099999 |  0.2399998 |  0.2500000 
0.0752593 | 0.1414364 |  0.1903867 |  0.2201104 |  0.2300552 
0.0522667 D. 1076304 0.1525090 Lh ü.I804gÀ4T 
0.0284285 |  0.05646474 | 0.0996395 | 0.1238742 |  0.1324218 


0. 0079525 ġ. 0195322 0. 6373325 0.0527859 6.0587601 
| —0.0089145 | — 0. 0224016 | —0.02722381 | —0.0260220 | —0.0247681 
| —8.0278398 | —0,0594236 | —0.,0874044 | —0.10328361 | -- 0.0109128 
— 0.0466584 | —0.0925306 | —0.1381622 | —0.1712066 | —0.1322075 


cO =- h ino k d b m c 


PED 100 oS k FR 15 9, ES, 
9 . 显 式 差分 格式 (I); AT, 


t 
U, g A U baa, H(I- E "LIT PLE A kig 


Ue = Pr ÜU,.—gq,- r$, 


Ua pm uu C), Uy, ua GT? 
10 


k | | 
EN 010) | 10» 2(8 372 E 4 {6} | 
J ! 1 


1. 0000000 


LU D.3000170 | 0.5877852 | 0. 8090169 | U. 9510565 | 1.0000000 
1 D.6001352 | 0.3043089 | 0,5786183 | 0.7963007 | 0.9380604 | 0.9812180 
zZ 0.0005411 | 0.2899308 | 0.598700 | 0.7840628 | 0,9215798 | O. 9689347 
3 | U.Og0121786 | 0.398598080 | u. 5615374 | 0.7722996 | 9. 9076107 | U.n54235z 


PE: CdD Eo e JO 55 10, 等 等 。 
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1 


有 限 元 方程 


ENE XE X 


reu U a-i Au =À 
Ho e = tin, k= 8, = 0, Hi, p 5 Sin tA 


56 Ti vr TELA 


0.6283 


0.9425 


1. 2556 


1.5708 


| 2.5132 2.1991 1. 8854 
n o, D000000 | 9. 60DO0D00 $.0000000 p.ononpOD ü.n0000000 
0.3141 | 0.0086233 ü., 0165357 9, 0227595 ù. 0267554 0. 0281323 
0.6283 0.0182377 0.60346503 J. 0477469 p. 0561299 0. 0590184 
0.25425 0.0205672 ü. 0262403 Q.O774081 ü. 0309987 ġ.09568iT 
1.2566 0. 0437911 Ü, 0832055 0.114465 Ñ. 1247752 0.1417IL1U 
1.5708 D. 0622015 DO. 1185045 g. 1631075 $.15217444 0. 2016120 
1.854 0. 0860104 D. 1653135 0. 2275345 p. T4329 0. 2812418I 
2.1981 0.1300267 p. 2283040 0.3142311 0. 3594044 ü. 3884113 
2.5132 0.1648221 D. 3135481 0.4316932 Q.5074B58 p. 53358022 
2.8274 0.22580233 0. 4256841 d, 59814090 0.65052425 0. 7212223 
8.1416 0. 2090170 Ü.5B877852 D. acdg I7) t. 95105655 1. 5079900 
* E das 
at AREA M +ku= 
NUR c i1 8E 
En ü.1 0.2 0.3 0.4 
9.5 
t 0.9 0.8 0.7 0.8 
ü 50.080008n ü. 1599999 ü, 20092093 0. 24000010 8. 2500000 
P D. 0870900 0. 156666086 好. 2056734 D. 2365675 0.24855668 
3 0, 0545050 J. 1533333 0.203302 1 0, 2333378 g.243334160 
p 0.0821842 b. 1500925 o. 2000770 0. 2300135 J. z2400043 
r 0. 0800670 ğ. 1469753 ğ. 1958238 ü., 2266970 0.225677? 
xis 6.0781178 0. 1439866 J. 1936095 ü. 2233942 0.23335653 
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4 1 
l 4 1 
1 4 1 
NF i 4. 
M= 6x10 , 
1 
1 4 4d 
2 —1 
—1 2 qu 
一 1 2 一 1 
K—1 E 
Li 2 一 1 
第 九 章 ox 


1 GOES (HAME — GOD (WAW — COO DAS 

2 (ux-—0 或 r—4y Ua r—0,a2794g 或 x0, gady 3152 BR 
JU. x0, redy XE z«0,z224 DRAN, 

(DRAW. 

(3) s30 WRAT zyl0 AME, sy=0 为 抛物 型 。 

(4) zy2»0 MpEHE EE zg-—O ARS, 2 一 0 为 抛物 型 

(5) z--gxx0 BIS z 十 # 一 0 BUD. 

(6) 2x0, goc0 时 为 椭圆 型 ，x=0 或 9=0 时 为 措 物 型 . 

(7) gs0，g2as0 FARAN: r=0 3X w-0 时 为 搜 物 型 . 


3 (1) uta i0, Ema yug da 
(2) nu, À, E=, neg. 


(8) 4290 If, gos m0, $2, peas y= B up m0, 


2 2 
4 OB, we ET rm 0 E= (p. =r «CH. 
(4) Mg Eus m0, £eln(- a ED, gelnügdv yd D. 


- 303 * 


Aa 0 http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 


(5) Hent nte Gt,-L-u,) —0, £—g-- sin z-—2z, 7t —gd-sIn x4 2x. 


z 

(6) tos gu =0, Ee prsin z, =y. 

at uam p m GTI e Tee y 
提示 将 方程 化 成 标准 形式 ， 求 出 “ 通 解 ” 


uta, y) -F(z—2x/ y) HEH Ey), 
HR EA rp o EXE HERO F, G. 


= 50-4 > 
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(5) Hent nte Gt,-L-u,) —0, £—g-- sin z-—2z, 7t —gd-sIn x4 2x. 


z 

(6) tos gu =0, Ee prsin z, =y. 

at uam p m GTI e Tee y 
提示 将 方程 化 成 标准 形式 ， 求 出 “ 通 解 ” 


uta, y) -F(z—2x/ y) HEH Ey), 
HR EA rp o EXE HERO F, G. 


= 50-4 > 


